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Resumen

Una representacion infinita (RI) irreducible del algebra dindmica su(1,1), asociada a la caja
de potencial, sobre el espacio de autoestados de su Hamiltoniano H permite escribir a H v al
operador niimero N como matrices infinitas que actiian sobre dicho espacio de autoestados. A
partir de alli, un modelo de hipercomputacion planteara la solucion de un problema indecidible

por una maquina de Turing, en un espacio de bisqueda infinito.
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Introduccién

La hipercomputacion es la computacion de problemas que no pueden computarse con una méaquina de Turing |3,
p. 461]. En este articulo se presenta el papel que juega la RI del dlgebra dindmica de Lie su(1, 1), subyacente
a algunos modelos de hipercomputacion cuantica cuyo referente fisico es la caja de potencial |11, 12|, al
permitir generar el espectro y factorizar el Hamiltoniano H de la caja de potencial, en términos de operadores
de creacion a' v aniquilacion a. Su RI irreducible conduce a escribir el operador nimero N como una matriz
infinita operando sobre la base co-dimensional {|n)} -, de autovectores de H, en cuyos términos se codificara
el problema a hipercomputar. Ademas, los estados coherentes Barut-Girardello | z), z € C asociados al dlgebra
su(1, 1), serviran como punto de partida para encontrar la solucion al problema propuesto.

Representacion infinito-dimensional irreducible de su(1,1)

Se denomina observable a una propiedad medible de un sistema fisico, y estado del sistema a una configuracion
no perturbada de sus variables dindmicas en respuesta a condiciones externas, con una probabilidad asociada
de ser obtenido en una medicion |4, pp. 38,11-12].

Para efectos de hipercomputacion, interesan algebras de Lie de dimension finita con RI irreducibles, que
representen en matrices infinitas ciertos observables que aparecen en referentes fisicos de los modelos de hiper-
computacion, y en vectores infinitos los estados correspondientes a sus autovectores. Cuando una subalgebra de

Cartan € actiia sobre su algebra de Lie £, a través de la representacion adjunta, se llega a una descomposicion

Cartan de £:
L=CP (Pocala) , (1)

donde la accion de € preserva cada £, subalgebra formada por los X € £ tales que ado(X) = |C, X] =
a(C) X, para todo C' € €. Estos funcionales lineales a(C'), que actiian como valores propios (o pesos de la
representacion adjunta) son las raices de £ y los £, en (1) son los espacios de raices. El conjunto ® de raices
de £ estd formado por los @ € € no nulos para los que £, # 0 y tiene las siguientes propiedades: los £,
son unidimensionales; ® genera a €*; [£,, £5] = L£,45; st a € P, entonces —a € P |6, p. 198|. Se considera
el grupo de Lie lineal SU(1,1) de matrices 2 X 2 con determinante 1, correspondientes a formas bilineales
hermitianas que preservan z1zy — 2025 donde 21, 20 € C |9, p. 326|. Y la correspondiente algebra de Lie lineal
su(1,1) consta de matrices 2 x 2, antihermiticas y de traza nula, escribiéndose su elemento genérico, para «,

o Qo ﬁ—l—i”y B B 1 0 B
By € C, como A = Btiv —a ) Por tanto A = aC' 4+ X + Y, donde C' = (O _1), X =
(_01 é) , Y = (S é) Asi que su(1,1) es un algebra 3-dimensional, con generador Cartan C'y generadores

no diagonales X e Y, con relaciones de conmutacion:
X, Y] =2C X, Cl=2Y | Y, C]=—-21X . (2)

Aunque las relaciones (2) brindan una representacion adjunta de su(1, 1), para obtener una descomposicion

Cartan de su(1,1), se definen nuevos generadores: a' = (X —iY) = (8 é), a=3(X+1iY) = (_01 8>;
consiguiéndose una representacion adjunta de £ = su(1, 1), analoga a (2), pero con relaciones de conmutacion

dadas por:
[Ca CLT] - QQT ) [07 CL] = —2a y [av aT] =C ) (3)

en la que los operadores no diagonales a, a', generadores de los £,, resultan ser vectores propios de C, conforme
a la descomposicion Cartan enunciada en (1), v £ = £ 910 =[£ 9, L] =€ Jalser £ 5= (a), £ = <aT> y
¢ = (C).

Para tener una RI de £ = su(1, 1) en el espacio de estados {| n)},_, se elige el espacio vectorial co-dimensional
de sucesiones lo(Z>), y se define un homomorfismo p: su(1,1) — gl(lo(Z>p)), que preserve (3). Dada entonces
una base ortonormal {|n)} ~, de l3(Z=g), para un cierto rotulo k > 0, denominado indice de Bargmann, se
define la accion sobre los vectores basicos mediante |7, p. 10]:

p(C)|n) =2k+n)|n) , pla")[n) = ((n+1)(2k+n)?[n+1) .

1 (4)
pla)[n) = (n2k +n—1))2[n—1) ,

resultando una representacion que preserva (3), en vista de lo cual, se identifican C, a' v a con sus respectivos
representantes p(C), p(a') y p(a). Mediante (4), su(1,1) alcanza una representacion infinita, pues sucede asi
para sus tres generadores C, a' y a, cuyas entradas matriciales, dado que (m | n) = 6., se obtienen como:

Con = (m|Cln) =2(k+n)0m, ,
1

CLI,m — <m CLT | n> (( )(Qk + n>>26m(n+1) 3 (5)
A = (M| a|n) = (n(2k +n — 1))?5m(n_1) .

Ahora, si en (4), n toma valores 0, 1, ..., se induce la naturaleza de los operadores radicales a' v a, pues
a'|0) = v2k|1) y, en consecuencia |1) = af(1/v/2k)|0). De esta foma, se observa que cada vector |n),
autovector de C, se obtiene de |0), via la potencia n-ésima del operador a!, como:

n—1 —1/2
) = (al) (m [T+ z’>> 0)

motivando que a' se denomine operador de creacion. A su vez, se dird que el operador a es un operador
de aniquilacién, pues actiia como bajador sobre cada vector basico y, al actuar sobre el vector tundamental
| 0), produce el 0 del espacio. Como en este tipo de representacion, no se encuentra ninguna cota superior
para la accion de a', se trata entonces de una Rl irreducible. Puesto que los vectores basicos denotan estados
cuanticos, al espacio de Hilbert, cuyos estados resultan sucesivamente de un estado fundamental por accion
de un operador de creacion, se lo denomina espacio de Fock [4, p. 138-139]. Cuando no hay cota superior, el
espacio de Fock es oo-dimensional.

En relacion con los estados coherentes asociados al algebra su(1, 1), se definen los estados coherentes Barut-
Girardello | z), z € C, como los autoestados del operador de aniquilacion a, es decir, a|z) = z|z), cuya
solucion normalizada, en la representacion de rotulo k, | k,n), esta dada por |5, p. 13]:

0.¢)
)3

non'Qk >%

[\')|,_.

2) = {D(@k) |2 D 2)2]) | kon)

donde (2k),, = T'(2k +n)I'(2k)~! e I,(2) es la funciéon modificada de Bessel de primera clase.
Algebra dinamica para la caja de potencial

h2

2ma?
como nivel 0 de energia), para 0 < & < ma, mientras que F, = oo, para ¢ = 0 6 x = ma, de modo que la
particula quede confinada al intervalo (0, wa) por una caja de potencial [1].

El conjunto de todos los estados posibles de la particula en este sistema se describe mediante un espacio
de Hilbert abstracto complejo oo-dimensional ‘H isomorfo al espacio de las funciones de cuadrado integrable
L*([0, ma], dx) [2], y cualquier vector de estado |1 (z)) € H (en términos de la notacion bra-ket de Dirac [4])
o funcion de onda () € L*([0, wa], dx) satisface la ecuacion de valores propios de Schrédinger:

Se considera una particula de masa m, cuya energfa potencial tiene un valor constante £, = — (asumido

Hy(z) = Ep(z) (6)

donde el Hamiltoniano H, que describe la energia total del sistema, es un operador lineal hermitico (auto-
adjunto) que actiia sobre el espacio de estados y viene dado por |1, p.2358|:

(7)

La solucion de (6), con las condiciones (Dirichlet) de frontera 1(0) = 1 (ma) = 0, impuestas por continuidad
(dado que ¥ = 0 fuera de la caja, donde E, es infinita) da como valores propios los niveles de energia E, vy
los estados propios normalizados ¥, (x), para n > 0, como:

E, = 2:;271(72 +2) = hwe, , Y,(x) = \/gsen ((n + 1)%) = (x| n) , (8)

h
ma?
nerada. De este modo, Hi,(z) = H (x | n) = E,{(x | n), osea, (x| H |n) = (x| E,|n) y, en consecuencia,

siendo w = v e, = n(n+ 2), con lo cual la estructura espectral de H dada por (8) resulta ser no dege-

H|n) = Ey[n) . (9)

Para describir la estructura espectral del Hamiltoniano que se revela matricialmente en (9), se usa la repre-

3
sentacion de su(1,1) dada por (4), para k = 5 1, p.2370:

Clny=(2n+3)[n) , a'|n)=\eiln+1) , a|ln)=e|n—-1) . (10)

Con (10), quedan definidos operadores de creacion y aniquilacion, actuando en el espacio de Fock, mediante los
cuales llega a factorizarse el Hamiltoniano, en virtud de (8), como H = hwa'a, ya que, llamando Xy = a'a,
se tlene:

XN|n>=aTa\n>: enawn—w:@@m}:en\n} :

de modo que X es un operador diagonal con valores propios e,,. En efecto, de acuerdo con (5), la representacion
en matrices infinitas de los operadores a v a' tiene la forma |1, p. 2368-2369):

0O 0 00
0+er 0 0 ...
_ b ver 0 00
a 0 O \/?20 , a 0 \/67200 : (11)
obteniéndose X y como matriz diagonal infinita con ey, e1, eo, . .. en la diagonal. Y si A es un operador diagonal
con valores propios d,, de modo que A|n) = 6, |n), se define [1, p. 2368 su diferencia finita A" como el
operador diagonal A’ [n) = 5/ | n) donde 6, 5n+1 — 0,,. Asi XN serd un operador dlagonal con matriz
X]/V = [a, a'], cuyos valores propios seran pues e = e,11 — €, = 2n + 3, mostrando (3) que X v =Cesel
mismo generador Cartan de su(1,1). Definiendo ahora el operador diagonal ntimero N como N = 5(0 —3),
tendra a n como valores propios, al cumplirse
1 1 3
Nin)=(C~3)|n) =520 +3)|n) — 5 [n)=n|n) (12
siendo pues una matriz diagonal infinita con 0, 1, 2, ... en la diagonal. A su vez los estados coherentes de la
caja de potencial, de acuerdo con () para k = %, se obtienen como:
1 > 1
| 2) = 2] {L(2]2)} 2 ) 2" (nlln+2))72|n) . (13)
n=0

Se concluye pues que su(1,1) es un algebra de Lie que permite factorizar el Hamiltoniano (7) de la caja de

potencial, generar su espectro y expresar sus estados coherentes, justificandose que se le denomine su algebra
dindmica |1, p.2368|.

Aplicacién a la hipercomputacion

Los modelos de hipercomputacion propuestos desde la computacion cuantica |8, 11, 12|, deben sus caracte-
risticas de hipercomutacion principalmente al algebra dinamica asociada al referente fisico empleado, y a la
posibilidad de una evolucion adiabatica establecida entre ciertos Hamiltonianos.

En particular, en el modelo de hipercomputacion que emplea la caja de potencial como referente fisico |11, 12|,
una ecuacion Diofantina

D(xy,...,xp) =0 (14)

es codificada por el Hamiltoniano Hp = (D(Vy, .. ., N;{))2 donde los operadores N; corresponden al operador
nimero (12). Definiendo | {n}), como el estado fundamental de Hp se obtiene entonces que Hp |{n}), = 0,
si v solo si, la ecuacion (14) tiene solucion en los nimeros enteros no negativos. De esta forma se establece
una solucion al décimo problema de Hilbert |10], y de alli las caracteristicas hipercomputacionales del modelo
propuesto.

Para obtener el estado fundamental |{n}),, a partir de los operadores de creacién y aniquilaciéon (11), se

construye un Hamiltoniano inicial
k

Hi=Y (af —a}) (@ —a) ,
1=1

y a partir de los estados coherentes (13), se construye un estado inicial

k
= Q=)
i=1

verificandose que Hy|(0)) = 0. Entonces, a partir del estado fundamental | 1(0)) se obtiene el estado funda-
mental | {n}),, por medio de una evolucién adiabatica en un periodo de tiempo [0, 7] (para algin 7' finito)
sobre un Hamiltoniano dependiente del tiempo

Ha(t)=(1—t/T)H; + (t/T)Hp ,

para el cual Ha(0) = Hy y Ha(T) = Hp. Se decide entonces si la ecuacion Diofantina tiene o no solucion,
seglin que sea o no cero el nivel de energia del estado fundamental alcanzado, consiguiéndose asi resolver el
décimo problema de Hilbert.

Conclusion

En esta investigacion, pudo observarse el papel fundamental que juega la representacion infinita irreducible
del algebra de Lie su(1,1) en la hipercomputacion del décimo problema de Hilbert, empleando como referente
fisico la caja de potencial. Ha sido por su medio, a través de la factorizacion del Hamiltoniano en términos
de los operadores de creacion y aniquilacion, que generan los espacios radicales del algebra dinamica asociada
a la caja de potencial, como se ha hecho posible que el Hamiltoniano consiga una representacion en matriz
infinita y actiie sobre sus autoestados, representados a su vez en vectores infinitos de un espacio de Fock. Fue
mediante este recurso, pasando al operador nimero [V, via una evoluciéon adiabatica que partia de un estado
fundamental construido con los estados coherentes, asociados al adlgebra, como se logré entablar la busqueda
de la solucion en el espacio co-dimensional {|n)} - de autovectores de H.
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