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Resumen— Se construyen las componentes de la conexién y las
componentes de la curvatura de un haz fibrado principal asociado
a un modelo de computacién cuantica geométrica de -qubit
proveniente de la éptica cuantica.
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Abstract— We constructed connection’s elements and
curvature’s elements of a principal fiber bundle, associated with a
geometric quantum computation model that proceed of the
quantum optic.
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. INTRODUCCION

N el marco de los desarrollos tedricos actuales se destaca

la computacion cuéntica geométrica [1-5, 8, 10-13], su
fundamento reside en las recientes formulaciones geométricas
de la mecénica cuéntica. La computacion cuéntica geométrica
se nutre de los efectos inherentes a las propiedades
geométricas de los espacios en los que se formula la mecénica
cuantica.

Hay una extensa lista de efectos cuanticos formulados a
partir de las propiedades topolégicas y geométricas
subyacentes a espacios donde se configura un sistema
particular, de todos ellos se destaca, el de la fase de Berry [9],
cuya formulacion permite derivar una expresion para la

holonomia abeliana U (1), la cual no depende del

Hamiltoniano, su origen es geométrico. Asi mismo la
generalizacion al caso no abeliano, conduce a la formulacién

de la computacion cuantica geométrica con simetria U (n)

El modelo de computacién cuantica de -qubit que se
presenta, proviene de la Optica cuéntica, ha sido desarrollado
por Pachos y Zanardi [8] como una posible aplicacion del
modelo de Zanardi y Rasetti [13]. El modelo de Ia
computacion  cuantica geométrica también ha sido
interpretado, formalizado y generalizado matematicamente por
Fujii [2]. Desde el punto de vista de la fisica, la computacién
cuadntica geométrica producida por haces coherentes
fisicamente consiste de las interacciones no lineales efectuadas
en un medio Kerr.

Il. TEoORiA MODELO DE 1-QUBIT
El Hamiltoniano que contiene la informacion del sistema

para el caso de las transformaciones sobre un -qubit en un
medio Kerr esta dado por
H, = Xn(n-1), (2).

donde X es una constante proporcional al tercer orden de la
susceptibilidad no lineal del medio [8], N es el operador
ndmero dado por N = a'a, a y a’ son los operadores de

destruccion 'y de creacion del oscilador arménico,
respectivamente [7].
El subespacio de estados degenerados del Hamiltoniano (1)

es generado por los autoestados (qubits base) |0> y |1> de
H,.
F= {|V>;V = 0,1,2,...} que constituye el espacio de

autoestados del operador nimero N .

La transformacion isoespectral que deja invariante el
subespacio de estados degenerados llevada a cabo mediante la
evolucion adiabatica [13], esta definida por

los cuales pertenecen al espacio de Fock

H(4, 1) =U"(A, ) HU (4, 1), )
donde el operador U (A4, 1) = D(A)S() es el producto

de dos operadores unitarios denominados displacer y squeezer
respectivamente [8], definidos mediante

_ 2 _ 5

U(4 ) =" 7 7 =D(A)S (1), ()

donde A, son parametro complejos, denominados
parametros de control.

La estructura topoldgica de la construccién geométrica que
se realiza a partir de los subespacios generados por los
autoestados degenerados del Hamiltoniano paramétrico (2),
permite definir una conexion no abeliana A, la cual determina
el modo de realizar el transporte paralelo de estados
degenerados, conducidos a lo largo de ciclos mediante la
evolucion adiabética. La conexion de la estructura topolégica

LA CONEXION

es antihermitica, A= —A" donde
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A=A di+ Ayd,u — A%d/”t — A};dﬁ .
Las componentes de la conexion (4) estan dadas por

A = <a

donde «,f E{O,l} rotulan los estados degenerados del

(4)

u*(/l,y)%U(/Lu)lﬂ>, ()

Hamiltoniano (1) y o; e{ﬂ,,,u} pertenecen al espacio de

pardmetros de control. El calculo explicito de A, en (4) se

lleva a cabo con (5), con la férmula de Baker-Campbell-
Hausdorff [2,6], y con

D(1) D(A) = I,
S()'s() =1,
D(A)'a'D(A)=a’+1
S(u)"a’S(u) =cosh|ya’ +| |senh|y|
Y7,

De (5) y (6), se encuentra

u'e,u :%I +coshlya’ + == senh|,u| )

Las componentes del término A, de la conexion total (4)
se obtienen calculando los elementos de matriz del operador
(7). Si |a>, |ﬁ> con «, ﬂe{O,l}, son los autoestados

degenerados de H,, entonces los elementos de matriz
de A, estan dados por
K =(a|uTo,U | B)
:%<a|ﬂ>+cosh|y|<a|af|ﬂ>
+%senh|,u|<a|a|ﬁ>,

donde los elementos de matriz en (8) se calculan con la
ayuda del &lgebra de los operadores de creacion y destruccion.
Estas componentes estan dadas por

A;ﬂ:z%+cosh|y|,/ﬂ+1<a|ﬂ+1>
|uNB {a|p-1),

donde &, wp € el delta de Kronecker. Con base en (9) se

©)

| |senh

definen

af _
M =5,

vV = [B+1{a|B+1),
R =B (a|B-1),
Los elementos de (10) al ser reemplazados en (9) permiten
deducir una expresion general para la componente A, de la
conexion total

(10)

AP = A “M* +cosh |V’ + = senh|,u|R“ﬁ
? 4
(11)

donde las matrices asociadas a los elementos de matriz

definidos en (11) son
0 0 01
= , = . (12)
(1 OJ (0 OJ

M=(é )

Con base en (11) y (12), después de simplificar, se obtiene
una expresion para la componente A, de la conexién total

A Esenh|y|
A=l 2 W (13)
cosh || %

La forma explicita de A# en (4) se encuentra con las

componentes dadas en (5) y utilizando un procedimiento
similar al desarrollado hasta encontrar la matriz (13)
z senh?| 4|

1
+=IM*P 14
2|,u|2 ('B 2)

donde la matriz M “” esta dada en (10) y a,f toman

af _
A=

valores en el conjunto {0,1}. La forma matricial de Aﬂ en

(14) es
10
0 3)

IV. LA CURVATURA

_ msenh?|y|

(15)
4uf

Las componentes de la 2 -forma de curvatura del modelo de
1-qubit se calculan a partir de

F,.=0,A -0,A +|A A | (16)

En el presente modelo solo se calculan las componentes de
la curvatura que se obtienen a partir de las componentes de la
conexion que conmutan entre si. Las componentes de la

conexion definidas en (13) y (15) para un 1-qubit generan el
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siguiente conjunto de componentes de la 2 -forma de

curvatura F en la  parametrizacién  particular
A=X+iy, u=re"

F,, =i[6,(0)senhr, —&,(0)coshr, ]

Fy, =-i[6,(0)senhr, +6,(0)coshr,],  (@7)

i A
Fro = ZsenthlSS,

donde 6,(6), 6,(6) y S, estan dadas por

—ig™
0

0

[iei@ J (18)
o3

Las ecuaciones definidas en (18) satisfacen el siguiente
conjunto de relaciones de conmutacién

[6.(0).8, ] =26, (6),
[6,(0).8, |=-2i6,(0) [6.(6).6,(0)]=2i(1-5S,).

A partir de la conexion (4) para el modelo de 1-qubit, y la
correspondiente conexion para un modelo de 2-qubit, se
establece la universalidad de la computacién cuéntica
geométrica en el modelo Kerr [10].

3=

(19)

V. CONCLUSIONES

Partiendo de un modelo fisico derivado de la dptica cuantica
y partiendo de la estructura degenerada del hamiltoniano
asociado al modelo, se construyo la conexion no abeliana mas
general de un modelo de computacién cuantica geométrica de
1-qubit en un medio Kerr. Ademas a partir de esta conexion se
dedujo las componentes de la curvatura derivadas de las

componentes de la conexién que conmutan entre si, para un
caso particular de los parametros de control.
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