INFORMATICA

Paralelismo cuantico: el problema de Deutsch

Por Andrés Sicard, Mario Vélez y Carlos Pérez

RESUMEN

Se define la unidad fundamental de informacion para la
computacién cugntica denominada qubit. Se define el proceso
de evolucién de la computacion cudntica, realizada por medio
de operadores de evolucién. Se hace referencia a la
reversibilidad de la evolucion de la computacion cudntica. Se
presenta el paralelismo cudntico. Se indica como se realiza
la medida sobre los qubits. Se presenta el problema de
Deutsch y su solucién. Finalmente, se presentan algunas
conclusiones.

1. Introduccion

A partir de los trabajos sobre computacion reversible
de Charles Bennnet (1973), de las compuertas
universales reversibles construidas por Edward
Fredkin y Tommaso Toffoli (1982), de las propuestas
de computacién cuantica de Richard Feynman
(1996), del modelo de maquinas de Turing cuanticas
(1985) y del modelo de circuitos cuanticos (1989)
propuestos por David Deutsch; la computacion
cuantica obtuvo su resultado mas importante en el
area de la complejidad algoritmica.

El algoritmo de Peter Shor para factorizar un nimero
en sus factores primos (1997), demostrd que existe
un algoritmo cuantico que resuelve un problema de
manera mas eficiente que el mejor algoritmo clasico
conocido hasta el momento.

La reduccion en la complejidad temporal de la
computacién cuantica respecto a la computacion
clasica, esta sustentada en una caracteristica de la
primera llamada paralelismo cuantico.

Como un primer acercamiento a esta caracteristica,
se presenta la solucion a un problema denominado
problema de Deutsch.

Este problema fue inicialmente planteado por David
Deutsch (1989) y la solucion determinista que se
presenta fue realizada por Cleve, Ekert, Macchiavello
y Mosca (1998).
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2. Qubits

El qubit (Schumacher, 1995) es la unidad
fundamental de informacién en la computacion
cuantica al igual que el bit lo es en la computacion
clasicar Un qubit es un elemento de un espacio de

Hilbert H, bidimensional. Los qubits se representan
cominmente en una base con la notacion bra—-ket

de Dirac (1967), donde el ket |0) representa el qubit

cero y el ket |1) representa el qubit uno.

Los qubits son vectores de H2 y su forma mas
general esta dada por '

|X)=Co|0)+C,| 1),

4 2
donde C,,c,e Cy 260 =1 ()
i=0

Los qubits { 103, 1) } forman una base para el espacio

H, y son expresados de una manera mas usual,
llamada representacion matricial como:

e (0
10} = )=

AU RAREE &
A los kels o qubits se les asocia una forma lineal
llamada bra. Una forma lineal es una funcion f que

a todo vector |X}€ H, le asocia {(]x))eC.Enla

notacion de Dirac, (0| es llamado bra ceroy {1 es

llamado bra uno. Estas formas lineales son inducidas
mediante el producto interno definido de la siguiente
manera:

R 1 S X=Y¥
x|y} =8, = {0 e % es decir,

' C : Nameros complejos.
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010 =(l|h=1y (0[1) =(1/0)=0.
Los bras resultan ser entonces elementos del espacio
dual del espacio de Hilbert H, .

En forma matricial se representan como: {0/ =(1 0)
y {11=(0 1). El vector bra asociado al vector ket
X} se escribe como (X| y es el adjunto conjugado
del vector ket, es decir, X} =(X| y (x| =|x).

Los qubits por si solos no son de mucha utilidad, por
lo que se necesitan combinar para formar unidades

de informacion mas complejas.

La unidad de informacion que le sigue en complejidad
al 1-qubit es el 2-qubit, el cual pertenece a un espacio

de Hilbert 4-dimensional H, con base

1/003,[0,1, /10| 11) }.

Un 2-qubit se puede formar haciendo el producto
tensorial entre dos 1-qubit.

Si |x)=a0)+b1), y jy:ff-=C‘O:I'+di1:Ix son dos 1-

qubits, entonces el producto tensorial :XI} ®;y:j:- esta
dado por:

X @y)=(40+41 )®(¢0)+d 1 )=ad00)+ad0) +bg 10} +bd 1)

Y su representacion matricial es:
[O
+bd 0
0

ac 1]
1",\-'®Yf3'=(s]®[§)— SS =ac gJ;
o 1o

Una representacion matricial de los elementos de la

0 0
1 0

-ad be
N E
0

base de H4 es:

r]\ (0 (0 (0\
10 . .10 |0
0,0 )= ‘01 = ; 1,0 = 1,1 =
I / 0 ‘ J 0 ' | ¥ 11, ’ / 0
\0/ \0) \0) (1)

La forma mas general de un 2-qubit esta dada por:
’X.Y:} = CDEO.U? +C, 0.1?'1- + C2|1,D:} + C31 1, 1:71 . donde:

K|
2
Co.C0CrC,€C Yy D[ =1 (@
=0

Como se observa, un 2-qubit es un elemento de un
espacio de Hilbert 4-dimensional y en general un n-
qubit es un elemento de un espacio de Hilbert

2"dimensional.

3. Operadores de evolucion

La evoluciéon o dinamica de un n-qubit es
determinada por un operador lineal unitario sobre el
espacio de Hilbert (Gruzka, 1989), este operador es
denominado operador de evolucion. Un operador

unitario |J es un operador que cumple que su adjunto
conjugado |J' es igual a su inverso |J, es decir :

W' =Utu=I- (3)

Si |'P(1)) es un n-qubit, la evolucién con base en el

operador |J de un paso de computacion, esta dada
por:

Uw(0)) — (1)), (4)

y en general, la evolucién de m pasos de
computacion esta dada por (Deutsch, 1985)

U™ ¥(0)) — [ '¥(m)).

Ejemplo 1. Uno de los operadores de evolucion mas
usados en la computacion cuantica es el operador
Hadamard (Rieffel y Polak, 1989) el cual realiza la
siguiente operacion sobre un 1-qubit:

| . (j0)+[1)) si|x)=|0),
Hix) {2
5 (10)=/1)) si|x)=[1."

Los operadores de evolucién son expresados de
manera mas usual como matrices. La matriz 2x2 que
representa el operador de Hadamard es (Aharanov,

1989):
1 (1 1
Hyp = —
” ~.,f2[1 -1)

Para construir el operador de evolucién Hadamard
sobre un 2-qubit basta con hacer el producto tensorial

# | : Operador identidad, representado por la matriz identidad.
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entre dos operadores Hadamard H,,,. El producto
tensorial entre dos matrices 2x2 es:

aHbH a"blz a\7b” al?bﬂ
( al' a\;’ bl! bl? - a"bfl a"bn a'?bm al?b:’.)
l\a'." a?? h?‘l 2 a21b" a?'lbl? a??bﬂ a??blz
IO PO P P ayby,  ayby

Por lo tanto, el operador de evolucion de Hadamard
sobre un 2-qubit esta definido por:

11 1 1

R LR

“Tolt 1 =1 - )
1

-1 -1 1

Ejemplo 2. Otro operador de evolucion muy usado

en computacion cuantica es el operador X(R el cual
opera sobre un 2-qubit de la siguiente manera:

XOR |x,y) = |x.x@y) donde @ es la suma modulo

2 0 XOR clasico. La matriz correspondiente al XOR

es!:

(1 0 0 0)

100 (6)
00 1]
00 10

XOR =

[ T R s

4. Reversibilidad

La unitariedad de los operadores en la computacion
cuantica le proporcionan a ésta la reversibilidad. Si
realizamos la operacion indica por (4) y luego al
estado resultado le aplicamos el operador adjunto

conjugado de U, entonces por (3):
U (1)) = | ¥(2)), donde
w(2)) = UM U w(0)=|¥(0),
es decir. se obtiene de nuevo el estado inicial | w(0)).

A partir de una funcién f:x — f(x) de n bits en m

bits se construye una funcion reversible {; de m+n
bits en m+n bits dada por (Aharonovov, 1998)
L (xy)— (xy®i(x)). entonces, una funcion f
puede ser implementada por un operador de

avolucion | si este realiza la transformacion:

~
-

Ejemplo 3. La funcién constante f:{01} — {0,1}
donde f(x)=0, implementada por un operador

unitario U, . La matriz para esta transformacion es:

0 1 0 O
100 0
Ui=lg 0 0 1
0o 0 1 0

Ejemplo 4. La funcion balanceada, es decir, con igual
namero de ceros y de unos, dada por

f:{0,1} — {0,1}, donde f(x) =X, implementada por

un operador unitario U . La matriz para esta
transformacién es la matriz dada por (6).

5. Paralelismo cuantico

Una de las propiedades mas importantes de la
computacion cuantica es el paralelismo cuantico. La
posibilidad de esta propiedad se debe a que los
operadores que determinan la evolucion del sistema
cuantico son lineales.

Asi, si al 2-qubit | ®) = a 00} +b/10) se le aplica un

operador |, se obtiene:
U,| @) =U, (200} +b] 10) )= U,a| 00) +U,b[10} = 20,(0)) + b[ 11(1)

El operador U, es aplicado simultaneamente a todos
los vectores bases que forman el estado superpuesto.

En este caso el estado superpuesto | CD:) esta formado

por 2 estados de la base, sin embargo, esta situacion
se puede generalizar afirmando que en un sistema
de n-qubits un operador lineal de evolucion actia

simultaneamente sobre 9" estados base. Es decir,

un crecimiento lineal en el nimero de qubits produce
un crecimiento exponencial en el nimero de estados
base sobre los cuales se realiza la computacion. En
esto consiste el paralelismo cuantico.

6. Medida cuantica

De nada sirve computar sobre el sistema sino se
puede medirlo para obtener informacién util de él.
Pero no se puede medir el sistema cuantico sin
perturbarlo: después de medir el sistema, éste se
colapsa a un Unico estado base. ;Se puede conocer
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a-priori exactamente a que estado colapsara el
sistema? No, pero se puede conocer la probabilidad
de que colapse a cualquiera de ellos.

La probabilidad de colapsar a un estado después de
la medida esta dada por los coeficientes de los
vectores base. Entonces, si se mide el estado dado

por (1), la probabilidad de colapsar al estado |0) es:
P(10}) = lc,/*, donde
P0Y)=[(Of(c,|0)+ c\[1))|" = [c,(0]0)+ ¢, (0],
y la probabilidad de colapsar al estado |1} es:
P( 1)) = |c,|*, donde

P(1))= (e |0+ ¢ |1} )] =|c, {1]0)+ ¢, (1 .

La mayoria de las veces no se requiere medir todo
el sistema. Si se tiene por ejemplo el 2—-qubit
representado por (2), se podria medir el primero o el
segundo qubit. Si se decide medir el primer qubit, la

probabilidad de que el primer qubit colapse a 0, es
C, ‘4 c, ’ y la probabilidad de que el primer qubit
colapse a |1) es ‘03;2 + jc3;?. El calculo de estas
probabilidades es como sigue a continuacion. Si el
primer qubit colapsa a |0}, el sistema completo
colapsa a una combinacion lineal de {/0,0, /0,1) },

es decir, P(|0.i) )= P(/0,0) )+P(]0.1) ), donde

P(0,0})=1(00 (€,/00)+c,/0.1)4 Co| 10} + ¢, |11} )
= |¢4(0.000)+¢,(0.0/0.1) + ¢, (0.0 10+ ¢, (00]11)°

?

ecuacion (7)

P10.1) )=| (01 (c,[0.0) + ¢,[0.1) + ¢, 10} + ¢,/ 11) )]*
=]¢,{0.1]0.0) +¢,{01]0.1) + ¢, (0.1 10%+ ¢, (0.1 11}

ecuacion (8)

Los términos {0.0(0.0}, (0.0/0.1), (0,0(10) y (00/11) de

(7) y los términos (0.1(0.0), (0,1/0,1}, (0.110} y (0.1]11)
de (8), son calculados con base en la siguiente

propiedad del producto tensorial (Rieffel y Polak,
1998): si A B,X y Y son matrices, entonces:

(A®B)-(X®Y)=AX®BY. (9)

Conbase en (9), (a,b/x,y) = {a|x)® (by), luego (7)
y (8) vienen a ser:

P(l00})= e, (O 0)® (0|0} )+ ¢, ({:0{()} ®{01})

+c, ((0]1)® (0]0) )+ ¢, (0)1y@ (0[1)) |" = e,/

P(|0.1))=]c,((0]0)® (1]0) )+ c, ({0]0)® (1]1})

+c, (0@ (1]0) )+ e, (0[1)® (1Y) [* = e,

Si el primer qubit colapsa a |1}, el sistema completo

colapsa a una combinacién lineal de {|10}, |11} }, y
un calculo similar al anterior produce:

P11y )=P([10) )+P(111))=c,[* +c,F.

Si después de medir el primer qubit éste colapsa a

0}, el sistema completo colapsara al estado (Rieffel
y Polak, 1989):

;x'_i::=-——-1 - [co0.0]f::-+c1“0,1:;:-]

fie 12, 1. |2
JICo|” +]cy|

<

Pero si al medir el primer qubit éste colapsa a !1} , el
sistema completo colapsara al estado:

X)= 1.«_—2 [c?' 10)+c¢,) 1,1}]

2 |
C,|” +/c,

(
|
i)
i

1 1

nde los términos | 2 | 2 o 12
Donde los término Jle, +;C1' y~.,‘»’|C? +

v

son para la normalizacion de los estados. Una
situacion similar sucede si se mide el segundo qubit.

7. Estados enredados

Una de las caracteristicas particulares y no intuitivas
de los sistemas cuanticos es la relacionada con la
existencia de estados enredados o entrelazados
(entaglement).

La existencia de estos estados cudnticos permiten
afirmar que la descripcion del estado de un sistema
cuantico no puede ser siempre realizada con base
en la descripcion de los elementos que lo componen.
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Un estado cuantico de n qubits se dice enredado si
éste no puede ser expresado como el producto
tensorial de los estados de cada uno de los n qubits
que lo componen.

Sean dos qubits |x}=a0)+Db|1) y |x)=¢|0)+d1)
y su producto tensorial dado por:

X)®|y)=ac00)+ad 0,1)+bc[10) +bd 11},
ecuacion (10)
Entonces, un estado de dos qubits es un estado
enredado si no puede ser expresado en la forma de
la ecuacion (10).
Ejemplo 5.
El estado l "Y = 9 (! 00 - iO, 1,} + i 1,0‘} —i 1,1 )

es un estado no enredado, porque el sistema de

ecuaciones:
1 1. ..
ac =be = 5 ad =bd = - ; » tiene la solucion
1 1
d=b=c=-— d=-— i
VR K es decir,

V)= : (10,050,134 1,05 -
/=5 . | .

1,1 )
1 , 1., . -

o\ | ST
Ejemplo 6. El estado 1) = NG (,0-1.-”“&1'0.3) €s un

J
\J
Al

eslado enredado, porque el sistema de ecuaciones,

1
ac=bd, a0 =bc = 5 » o tiene solucién.

N

8. El problema de Deutsch

Un ejemplo comin en las introducciones a la
computacion cuantica donde se demuestra su
potencial es el problema de Deutsch. Este consiste

en determinar si una funcién f:{0,1}—> {0,1} es
constante o balanceada evaluando una sola vez la
funcién. La funcién f es constante si f(0)= f(l) yen
caso contrario se dice que es balanceada.
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No es posible desde la computacién clasica
determinar sila funcién f es constante o balanceada
realizando una Unica evaluacion de la funcion, pero
desde la computacion cuantica, si es posible
determinar el tipo de funcion (Gruska, 1999). La
estrategia consiste en emplear un estado

superpuesto para que la funcion { se aplique
simultaneamente sobre todos los estados base que
forman la superposicion.

Al comienzo el estado inicial es | ‘P(O):} =|0,1).

Luego al aplicar el operador Hadamard representado
por (5) se obtiene el estado no enredado (ver ejemplo
5):

1 1 1 1Y(0)
1 -1 1 -1 1
1 1 =1 =1||0
1 -1 -1 1 \OJ

. % (00)-10,1)+]10)—| 1)
= ¥ (1).

A continuacion se aplica el operador de evolucion

U, que implementa la funcion f y que estad dado

por: Uj|xy) =[xy ®f(x)). El estado del sistema
es entonces:

1 2(1) L '\ \ el \ 1
U, () = u,| - (0.0)-]0.1) +[1.0) -|l,l,:-)i

==(U,]0,0)-U,]0,1)+ U, [1,0}=U,|1,1})

=—(l00& f)-|00& fO)+ 1,08 f(1)-]1,18 (1))

2
=|W(2))

Los términos 0@ f(x) se simplifican a f(x), ya que

N@el0=0y 0@&1=1, es decir, sélo depende del :
valor de f(x). Por otra parte, los términos 1&®1(x) se el

simplifican a f(x), ya que 1@ (0=1y 1®1=0, es el
decir, solo depende del valor de l(x) negado. Luego q
el estado del sistema puede expresarse como: b
#(2) = (0.0 -|0.70) +{1.£ () -1.7)) ]

Lyt N e R De
=l e(r0)-L70) M1 e(ra) L)} 3
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Ahora si f es constante:
¥(@) = ;‘ loy@ (10 - [#0)) )+ |1 & (| 10))~| ) )]
- ; [0+ /1) (10) - |10)) ) |

Pero si fes balanceada:
@)=, [0)@(10) - [10))- 1 @ (10) - )
= lio-1)e (10) - [10))]

Lo siguiente es aplicar el operador Hadamard de un
qubit sobre el primer qubit. Para ello se utilizara la
propiedad (9). Por lo tanto, para aplicar Hadamard
sobre el primer qubit y dejar el segqundo qubit
invariante, se debe aplicar el operador de evolucion

H,., ®|. Entonces al aplicar este operador en el caso
de que la funcion sea constante, se obtiene:

Ho ® 1YW (Q2)) = %HM (10)+]1))®1(]1(0); - 1(0)))
= 12 [1' _1111}@ 1(1(0)) -|f(0))

-- ‘5 0@ (1(0) - [1(0)))
=[¥(3))

?

pero si la funcion es balanceada, se obtiene:

Hap ©1]9(2) = Z’H( 0)~I1) )@1 (|10} -|f))
=- 12 1 ®(|10)) -] f0)) )
=|¥(3))
Como se puede observar, si la funcién es constante
el primer qubit es 0} y sila funcién es balanceada
el primer qubit es |1} . Entonces si se mide el primer

qubit se puede saber si la funcién es constante o
balanceada con probabilidad 1.

9. Conclusiones

Desde el punto de vista del nimero de evaluaciones
de lafuncion {:{0,1}— {0,1}, el problema de Deutsch

exige dos evaluaciones de la funcion desde la
computacion clasica y necesita sélo una evaluacion
de la funcién desde la computacion cuantica. Esto
representa una mejora (aunque no muy sustancial)
de la complejidad algoritmica del problema.

Un generalizacion del problema de Deutsch es el
problema denominado The Deutsch-Jozsa promised
problem. En este problema se requiere evaluar la

funcion 21 , 1 veces desde la computacion clasica

y necesita solo una evaluacién de la funcién desde
la computacion cuantica (Gruzka, 1999). En esta
situacion la mejora en la complejidad algoritmica es
muy sustancial. Esta es una situacion similar a la
ocurrida con el algoritmo de Shor para factorizar un
numero en sus factores primos.
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