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RESUMEN

El modelo del medio Kerr es un modelo de computacién cudntica geométrica. Se de-
muestra que éste es un modelo de computacién cudntica universal. Para cada una de las
compuertas cuanticas que generan la universalidad, se presenta explicitamente el oper-

ador de holonomia I" 4 () y el ciclo 7 sobre los cuales son construidas.

ABSTRACT

The Kerr medium “s model is a Geometric Quantum Computation model. We proof that
it is universal quantum computation model. For every quantum gate that produce the
universality, we explicitly show the holonomy operator I" 4 () and the loop v associated
with them.

PACS: 03,65. — w, 03,67.Lx, 03,65.Bz
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Introduccién

La universalidad de un modelo de computacién cuantica, es decir, su capacidad
de realizar cualquier operaciéon que realice una maquina de Turing, se establece
por su capacidad de generar un conjunto de compuertas cudnticas U, tales que
cualquier transformacién unitaria U(k = 2"), es decir, cualquier compuerta cudnti-
ca que opere sobre n-qubits, puede ser aproximada con suficiente exactitud por un
circuito cudntico que consta unicamente de un numero finito de compuertas del
conjunto U.

La universalidad o no un modelo de computacién cuatica geométrica esta de-
terminada por el grupo de holonomia Hol(A) asociado a su conexién A. Hoy en
dfa se sabe que la condicién de irreducibilidad de la conexién A para U(4) es una
condicién suficiente, pero no necesaria para obtener la universalidad [3]. Cuando
la conexién no es irreducible, la universalidad para U(4) se obtiene demostrando
que el modelo puede construir al menos una compuerta de 2-qubits “no local” o
“no trivial”, es decir, una compuerta que no sea de la forma SU(2) x Iz o de la
forma I x SU(2) [4].

El objetivo del presente articulo es establecer explicitamente la universalidad
del modelo de Computacién Cudntica Geométrica No Abeliana (CCGNA), de-
nominado el modelo del medi Kerr.

El modelo del medio Kerr

Se presenta un modelo de CCGNA proveniente de la 6ptica cudntica, denomi-
nado el modelo del medio Kerr, el cual ha sido desarrollado por Jiannis Pachos y
Paolo Zanardi [6] como una posible aplicacién del modelo desarrollado por Pao-
lo Zanardi y Mario Rasetti [2]. En este modelo, la CCGNA producida por haces
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Caracteristica

1-qubit

2-qubit

Hamiltoniano

Hy = Xn(n — 1), donde
X es una constante pro-
porcional no lineal [6] y
n es el operador ntimero

HO = an(nl — 1) +
Xns(ng—1), donde n; =
a;rai cont=1,2,ya; =
a®]I,aJ{ =a @1 a =
]I(E@a,a%z][@cz,T

Autovalores para £ =0

0),11) € F

{100),101),10),|11)}

{lv);v=1,2,...}
Operadores unitarios D)) = eha’—a, S(p)=1| N = efalaz—galar
e,uaﬂfﬂtf M(C) — e(a]{a;—fazal
Transformacién  isoe- | H(A, p) = | H(() =
spectral 9" (A, ) Hog (A, ), 9% (&,¢)Hog(&,¢), donde
donde — g(A, ) = | 9(§,¢) = N(©M(C)
DS ()
Conexién A = Ayd\+ Aydp — | A = Acd¢ + Agdé —

oy oAt g
Atax — Aldn

T 37 _ AT g¢
AldC — Alde

Espacio paramétrico

M(X, p), donde A\, € C

M(¢,¢), donde §, ¢ € C

Componentes de la

(alg" O\ 1) o9 (X 1) | B)

(alg" O\ 1) oz-9(A 1) | B)

conexién Agf donde «,p € {0,1} y | donde a, 8 €
o; € {\ p} {00,01,10,11} v
g; S {57 C}

Tabla 1: Caracteristicas del modelo del medio Kerr

coherentes, fisicamente consiste de las interacciones no lineales efectuadas en un
medio Kerr.

La tabla (1) presenta las caracteristicas méas relevantes del modelo del medio
Kerr, tanto para el caso de 1-qubit como para el caso de un 2-qubit, desde la
perspectiva de la universalidad del modelo [1].

De acuerdo a la parametrizacién

H = Tleielv (1)
¢ =rse's, (2)

A=2x+ 1y,

0
¢ =€,

donde z,y,r1,01,7r2,02,73,05 € R, las componentes de la conexién Ay y A, para
el caso de un 1-qubit toman la forma de la ecuacién (3) y las componentes de la
conexién A¢ y A¢ para el caso de un 2-qubit toman la forma de la ecuacién (4)

[1].

Ay

—iy —m) (v owm

. —iy) Y y2 x )’
0 0 _ (1 0\ 9

Ay, (0 0) ,Ag, = (0 3) 4senh r1,

donde x; = coshr; — e~%1 genh r1,y1 = coshry + e~ 0y, senhry,ys = coshry; +
€91y senhry.

(3)
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0 0 0 —e 0 0 0 0
T TR T T RN i Al
ez 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 e 10 00
Ag, = 8 8 8 8 %senh g + 8 (2) g 8 %(cosh 2ro — 1),
e 0 0 0 000 3
0 O 0 0 0 0 0 O
Ay, 8 62)3 6_803 8 % cosh 2r; sen 2r3 + 8 (1) _01 8 isen? r3.
0 O 0 0 00 0 0

Universalidad para el modelo del medio Kerr

Sean R, (6) y R,(0) las compuertas de rotacién dadas por R, (6) = e~ T+/2

R,(8) = e /2 donde Ty y I'y son las matrices de Pauli, y sea I/ una compuerta
"no trivial” de U(4) dada por

V2 0 0 0
1 0 1 —i 0
E‘ﬁ 0 —i 1 0
0 0 0 2

Teorema 0.0.1 (Descomposicién X—Y). Sea U cualquier operador unitario
que opere sobre un 1-qubit. Entonces existen niumeros reales o, 3,y y & tales que

[5]
U = "Ry (B)Ry(7) Ra (9).

Teorema 0.0.2. Un conjunto de compuertas universales para U(2) y la compuerta
E de U(4) son un conjunto de compuertas universales para U(k = 2™) [6].

Con base en las ecuaciones (1) y (3), el operador de holomonia I'4(7y) y el
grupo de holonomia Hol(A), asociados al medio Kerr para el caso de un 1-qubit,
estan dados por

Ta(y) = Pexp < f > Aidi> , (5)

donde i € {z,y,71,61} y

Hol(A) = {T a(y) | v ciclo sobre Ao}, (6)

donde A\g € M(z,y,r1,01).

De acuerdo al teorema (0.0.1) sélo es necesario encontrar ciclos asociados a
las compuertas de rotacién R, y R, para obtener la universalidad U(2). La con-
struccién de la compuerta Ry () se realiza sobre el plano (z,71) fijando a cero los
pardmetros y y 1. Sobre este plano se construye el ciclo vz, dado por
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donde b es un pardmetro que depende de «. Para el ciclo vg, (), la ecuacién (5)
toma la forma

Fa(yr, (@) =

exp —% Apdr+ Ay dr | =
TRy (@)
b 0 1\|
exp[ (1-e )(1 0)} =

R,(a), cuando b= —in (1 - %)

La construccién de la compuerta R, () es similar a la compuerta R, («), pero
se realiza sobre el plano (y,r1).

Por otra parte, con base en las ecuaciones (2) y (4), el operador de holomonia
y el grupo de holonomia Hol(A), asociados al medio Kerr para el caso de un
2-qubit, toman la forma de las ecuaciones (5) y (6) donde i € {rq,rs,02,03} y
Ao € M(T‘Q,T3,92,03).

De acuerdo al teorema (0.0.2) sélo es necesario entonces encontrar un ciclo
asociado a la compuerta E, para obtener la universalidad U(4) (universalidad
U(k = 2™)) del modelo del medio Kerr. La construccién de la compuerta E se
realiza sobre el plano (03,72, 73) fijando a cero el pardmetro 3. Sobre este plano
se construye el ciclo vg dado por

~vE: (37/2,0,0) — (37/2,b,0) —
(3w/2,b,1) — (37/2,0,1) —
(37/2,0,0),

donde b es una constante. Para el ciclo vg(b), la ecuacién (5) toma la forma

La(ve(b)) =

exp (—% Ay, dro+ Ap,drs | =
vE(b)
1 /4
FE, cuando b = arccosh (2 ;W>
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Conclusiones

La universalidad U(2) del modelo del medio Kerr se obtiene al construir las
compuertas de rotacién Ry (a) y Ry() que actian sobre un 1-qubit, y la univer-
salidad U(k = 2") se obtiene a partir de las compuertas R,(a) y Ry(a) y de la
construccién de una compuerta “no trivial” E que actia sobre un 2-qubit. Estas
compuertas se obtienen como operadores de holonomia I' 4 () construidos con base
en una conexién A y en ciclos 7 sobre un espacio paramétrico M.
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