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“Quizds no seq una erageracion afirmar que las mdquinas del futuro serdn,
bdsicamente, paraconsistentes. Comentario final de Newton Da Costa y Renato
Lewin en [21].

“En otras palabras, si se espera que una mdquina sea infalible, no puede ser
también inteligente”. Respuesta de Alan Turing a la “objecién matematica”
presentada en una conferencia a mateméticos [31, p. 77].






Prefacio

Creemos que con bastante frecuencia los prefacios o proemios, aunque si bien, son
el texto inagural de libros y diferentes tipos de informes, son lo dltimo que sus
autores escriben. Nuestro caso no es una excepcion, y la escritura de este prefa-
cio, nos ha conducido a pensar en la génesis, desarrollo y terminacién de nuestro
proyecto de investigacion titulado “Computacion paraconsistente”. Aunque hemos
de reconocer que la idea nos atrae bastante, hemos decidido no relatar la histo-
ria de nuestro proyecto —quizas haya otro espacio y momento para ello—, sélo
mencionaremos que fue una historia no lineal, orbitando alrededor de dos grandes
atractores opuestos, uno de ellos, de gran regocijo y seguridad, y el otro de ellos,
de gran angustia e incertidumbre.

En los tltimos anos, nuestra actividad académica ha girado entorno a cuatro
areas de intéres: computabilidad, ldgicas paraconsistentes, computacién cuénti-
ca e hipercomputaciéon. Aunque visualizamos una fuerte interrelacién entre estas
areas, desafortunadamente, las conexiones entre ellas no han sido establecidas o
no son lo suficientemente s6lidas —excepcién hecha de la conexién “natural” entre
computabilidad y computacién cudntica, y de las recientes conexiones sugeridas
entre hipercomputacién y computacion cuantica—. Desde la perspectiva de la “in-
terrelacion” es que los resultados de este proyecto de investigacién, adquieren su
mayor importancia. A partir de la Quantum Computational Logic (QCL) desar-
rollada por Gianpero Cattaneo, Maria Luisa Dalla Chiara, Roberto Giuntini y
Roberto Leporini, hemos demostrado que esta logica es una légica paraconsistente
(teoremas 2.2, 2.3 y 2.4), y hemos demostrado que a partir de ella, es posible
hablar de teorias paraconsistentes en el contexto de la computacion (teorema 2.5).

Los contenidos de este informe de investigacion son: el primer capitulo presen-
ta el contexto, el problema de investigaciéon, los objetivos de este proyecto de
investigaciéon y la modificacién de objetivos respecto a la propuesta original de
investigacion. El segundo capftulo esta dividido en tres secciones. La primera, pre-
senta las razones de haber seleccionado el paradigma de la computacién cudntica,
como paradigma para la construccion de teorias de computacién paraconsistentes.
La segunda, estable la definicién de logica paraconsistente que serd empleada. La
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tercera, es el nicleo del proyecto de investigacién y en ella se demuestran los teo-
remas 2.2, 2.3, 2.4 y 2.5, mencionados en el parrafo anterior. El tercer capitulo,
presenta las conclusiones del proyecto, en las cuales se mencionan —entre otros
aspectos— difererentes problemas abiertos, los cuales pueden ser los puntos de
partida a nuevos proyectos de investigacion. Finalmente el apéndice A, presenta
la Quantum Computational Logic (QCL).

Deseamos agradecer a la universidad EAFIT el apoyo y el financiamiento para
la realizacion de este proyecto identificado con el Ny. 817430. Un agradecimiento
especial es para el profesor Dr. Jack Copeland y los miembros del departamento de
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del afio 2001. Ademés deseamos agradecer al director del Centro de Investiga-
ciones, Dr. Félix Londono; al decano de la Facultad de Ciencias y Humanidades,
Dr. Mauricio Vélez; al jefe del departamento de Ciencias Bésicas, Dra. Martha
Cecilia Gomez; a los profesores Juan Carlos Agudelo, Manuel Sierra, Mario Elkin
Vélez, Rail Gomez; a nuestro estudiante Carlos Arturo Pérez; a la secretaria del
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aquelllos que en este momento no recordamos por su colaboracién para que este
proyecto se llevard a buen término. Finalmente, un agradecimiento diferente es
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regocijos.

Andrés Sicard
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Capitulo 1

Presentacion del proyecto de
investigacion

1.1 Contexto del problema

1.1.1 Lobgicas paraconsistentes

Desde el punto de vista légico, una teoria X se define como un subconjunto de
formulas bien formadas (FBFs) —llamadas teoremas— obtenidas a partir de la
aplicacién de reglas de inferencia a un conjunto inicial de axiomas o postulados de
la teoria [42]. Una teoria ¥ es trivial si el conjunto de sus teoremas es el conjunto
de FBFs. Un teoria 3 es no trivial, si al menos una FBF no es un teorema de ella.
Una teorfa ¥ es inconsistente si ella contiene al menos dos teoremas de la forma
a v o, uno de los cuales es la negacion del otro. Un teoria X es consistente si no
es inconsistente [18, 21, 68|.

Si la logica subyancente a una teoria ¥ es la logica clasica (LC), la distincion
entre teoria trivial y teoria inconsistente desaparece. Si por el contrario, la logica
subyancente es una logica paraconsistente (LP), la distinciéon entre teoria trivial
y teorfa inconsistente permanece. Se define entonces una logica paraconsistente
como una légica subyacente a teorias inconsistentes pero no triviales [18, 21, 68],
denominadas teorias paraconsistentes [9].

Existen propuestas de teorias inconsistentes para varias teorias formales, entre
ellas, la teorfa de conjuntos, el calculo diferencial, la teoria de categorias y la arit-
mética [20, 39]. Para esta tltima existen propuestas inconsistentes sobre logicas de
la relevancia paraconsistentes [37, 39, 44, 45] o sobre logicas adaptables a las incon-
sistencias (inconsistency-adaptative logics), éstas son logicas en las cuales algunas
reglas de inferencia tienen su aplicacién condicionada al buen comportamiento de
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alguna(s) de sus premisas [2, 63]'.

En general la relaciéon entre una teoria consistente X1 sobre una LC y una teoria
inconsistente X} , = X U {~, —7v}2 sobre una LP, es representada por la figura 1.1.

F'BFs

Yo

Aty ...,0, ﬁl)"'vﬁm E/LP:EU{V?ﬂV}

81y )6,

Figura 1.1: Relaciones entre Yoy X7 p = XU {7, }.

De acuerdo a la figura 1.1 existen tres situaciones entre ambas teorias: (i) Las
formulas a1, ..., o, son teoremas en Yrc, pero ellas no son teoremas en X/ p;
(ii) Las formulas f1,...,[Bn son teoremas en Xyc y en X} p; (iil) Las formulas
d1,...,0p son teoremas en X/ p, pero ellas no son teoremas en Xrc.

1.1.2 Computacién cuantica

Diferentes modelos formales de computacién fueron establecidos en la década de
los 30, en particular, el modelo denominado “maquina de Turing”, construido por
Alan Turing en 1936 [62], fue el modelo de computacion clésica en el cual se in-
spir6 el primer modelo de computaciéon cuantica denominado “méquina de Turing
cuantica”, construido por David Deutsch en 1985 [23|. Es decir, hubo la necesidad
de esperar cinco décadas para contar con el modelo cudntico; sin embargo, durante
este lapso de tiempo fueron establecidos resultados importantes —tales como la
computacion reversible |5], la computacion probabilista [28], la construccion de
compuertas universales reversibles [26], etc.— que posibilitaron la construccion
del mismo.

1Se agradece al profesor Manuel Sierra, la aclaracion sobre este topico.

2La teoria X} p no necesariamente se debe obtener a partir de agregar dos postulados de la
forma {7, 7}, es posible agregar un postulado « y a partir de él obtener los teoremas {~, ~y}.
Sin embargo, para efectos de notacién se representaré la nueva teoria inconsistente como X7 p =
Y U {~, 7} Se agradece al profesor Juan Carlos Agudelo, el realizar esta observacion.
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A partir de las construcciones y resultados anteriores, se establece la equipotencia
entre los diferentes modelos de computacién subyacentes, es decir, los modelos
de computacion clésica, probabilista, reversible o cuantica, computan los mismos
objetos Turing-computables [5, 23, 28, 55]* como lo indica la figura 1.2. Una vez
establecido los modelos de computacién cuantica —en particular el modelo de “cir-
cuitos cudnticos”, propuesto por Deutsch en 1989 [24]—, comienza la busqueda de
algoritmos y propuestas de implementacién para ellos.

Méquina de Turing Méquina de Turing
Clasica Probabilista

Maquina de Turing Maquina de Turing
Reversible Cuéntica

Figura 1.2: Modelos de computacién equivalentes.

En relacién con los algoritmos cuanticos, quizas no sea exagerado afirmar que fue el
algoritmo propuesto por Peter Shor en 1994 [51, 52|, quien situé a la computaciéon
cuantica en el lugar privilegiado en que hoy se encuentra. La complejidad algoritmi-
ca temporal asociada a este algoritmo —disenado para factorizar un niimero es sus
factores primos—, establece una “ruptura” (exponencial-polinomial) en términos
de la complejidad algoritmica con su contraparte clasico. Esta situacion establece
que —por lo menos desde la perspectiva teérica—, mientras un computador clasico
necesita alredor de 4,5 x 10?° afios para factorizar un nimero de 1000 digitos, un
computador cudntico para realizar la misma tarea necesita alrededor de 3,07 dias,
como lo indica la tabla 1.1.

En relaciéon con las propuestas de implementacién es necesario mencionar que no

3Aunque la anterior afirmaciéon es aceptada actualmente por la comunidad académica, en
los dltimos meses han surgido un conjunto de propuestas [11, 12, 34, ?, 33] que analizan la
posibilidad de que la computacién cuantica compute objetos no Turing-computables, es decir,
que la computacién cuantica se convierta en un modelo de hipercomputacion [17, 56]. Estas
propuestas estan sustentadas en la posibilidad de que los modelos de computacién cuantica “op-
eren” sobre espacios (de Hilbert) infinito dimensionales, en cuyo caso se hablaria de computacion
cuantica continua [64, 65]. Consideramos que esta idea de hipercomputacion sustentada sobre
la computacién cuantica es bastante fértil y potente, razén por la cual, estamos preparando un
proyecto de investigacion en esta direccidn.
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Numero de digitos

Algoritmo clasico®

Algoritmo de Shor®

129

1,85 anos

45,9 minutos

250

2,1 x 10° afios

3,4 horas

1000

4,5 x 10%° afios

3,07 dias

Cuadro 1.1: Comportamiento algoritmo de Shor vs. algoritmo clésico.

“La complejidad temporal del mejor algoritmo clasico conocido hasta el momento es c(z) =
exp{(%‘l)l/g(lnx)l/?’(lnlnx)2/3} [8, p- 1].

*La complejidad temporal del algoritmo de Shor es ¢(x) = (Inz)?*(Inlnz)(Inlnlnz) [52, p.
1497].

hay consenso sobre la posibilidad o imposibilidad de las mismas debido al fénomeno
de la decoherencia para sistema fisicos de determinado nimero de elementos [25].
Sin embargo, un alto porcentaje de la investigacién actual en computacion cudn-
tica —apoyada por grandes inversiones en dinero tanto gubernamentales como
privadas— tiene como objetivo la construccién de maquinas cuénticas. Fl logro
mas importante en estd direccion —al momento de escribir este informe— es el

computador cuantico de cinco qubits construido por IBM y la universidad Stanford
[60].

1.1.3 Paraconsistencia y computacién cuintica

Respecto a la interrelacién entre logicas paraconsistentes y computacién, el ani-
co trabajo que conocemos, es un reporte de investigacién realizado por Richard
Sylvan (fallecido hace pocos afios) y Jack Copeland, en el cual sélo se mencionan
algunos posibles caminos para la construccién de una logica paraconsistente de la
computacion [61]. Por otra lado, Nuel D. Belnap Jr. quien ha trabajado en las
area de logicas relevantes y/o paraconsistentes, ha propuesto una logica 4-valuada
para la computacion [4, 3], pero desconocemos si ésta es una logica paraconsistente.

Respecto a la interrelacién entre légicas paraconsistentes y computacién cuantica,
aunque los trabajos sobre légica cudntica —asociadas a la mecanica cuéntica, no
a la computacion cuantica— se remontan a 1936 [6] y aunque en la actualidad
existen diversas propuestas sobre logicas cuanticas [22, 32, 36]*, inclusive algunas
de ellas paraconsistentes ([46, seccion 3.4], |22, seccion 13|, [21, p. 193]); la tnica
propuesta sobre una légica asociada a la computacién cudntica que conocemos,
es la logica recientemente propuesta por Gianpero Cattaneo, Maria Luisa Dalla
Chiara y otros, denominada Quantum Computational Logic (QCL) |13], para la
cual, la pregunta acerca de su posible paraconsistencia no ha sido considerada.

“La referencia [10] presenta més de 40 referencias bibliograficas en relacion con las logicas
cuénticas.
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1.2 Planteamiento del problema

El problema de investigacién propuesto consiste en demostrar la existencia de
teorias formales paraconsistentes en el contexto de la computacién.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo general

Construir teorias formales en el contexto de la computacién que sean teorfas para-
consistentes.

1.3.2 Objetivos especificos

1. Seleccionar un paradigma de computaciéon para construir asociado a él,
teorias paraconsistentes.

2. Determinar una légica asociada al paradigma de la computacién selecciona-
do.

3. Seleccionar una definicién de “logica paraconsistente”, adecuada a la logica
v al paradigma de computacién seleccionados.

4. Demostrar el caridcter de paraconsistencia de la légica seleccionada.

1.4 Modificaciéon de objetivos

El objetivo general de la propuesta de investigacion presentada era: “Construir una
teoria de las funciones recursivas parciales paraconsistentes”. El cambio del obje-
tivo general entre la propuesta de investigacién y el objetivo general presentado
en la seccién 1.3.1 estd sustentado en la eleccién de un paradigma de computacién
diferente sobre el cual construir teorias paraconsistentes. Sin embargo, la meta de
construir teorias paraconsistentes en el contexto de la computacién, no fue modi-

ficada.

Debido al cambio de paradigma de computaciéon fue necesario realizar los sigu-
ientes cambios respecto a los objetivos especificos de la propuesta:

1. Se adicioné el primer objetivo especifico presentado en la secciéon 1.3.2.

2. Los objetivos especificos de “Estudiar la relacién entre la teoria de las fun-
ciones recursivas parciales y los sistemas formales de légica clasica” y de
“Seleccionar un substrato formal adecuado para una teoria paraconsistente
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de las funciones recursivas parciales” fueron reemplazados por el segundo
objetivo especifico presentado en la seccién 1.3.2, puesto que una vez selec-
cionado el paradigma de la computacién cuantica, era necesario determinar
una logica asociada con él.

. El objetivo especifico de “Construir una inconsistencia al interior de la teorfa
de las funciones recursivas parciales” fue reemplazado por el cuarto objetivo
especifico presentado en la seccién 1.3.2, puesto que la demostracion de la
paraconsistencia de la légica asociada al paradigma de la computaciéon cudn-
tica, permite la construccién de teorias paraconsistentes en este contexto.

. El objetivo especifico de “Estudiar algunos de los sistemas propuestos de
aritméticas inconsistentes o algunos de los sistemas propuestos de légicas
adaptables a las inconsistencias” fue reemplazado por el tercer objetivo es-
pecifico presentado en la seccién 1.3.2, puesto que durante el desarrollo del
proyecto, quedo claro que no existia una dnica definicidon de “légica paracon-
sistente”.

. El objetivo especifico de “Determinar la caracteristica de hipercomputaciéon
o de semi-hipercomputacién esperada en una teoria paraconsistente de las
funciones recursivas parciales” no fue desarrollado en el contexto del paradig-
ma de la computacién cuantica, puesto que en este paradigma las propuestas
de hipercomputacién estan en proceso de gestaciéon y su estudio requiere un
proyecto de investigacion adicional (cf. nota 3, cap. 1).



Capitulo 2

Computacion: teorias
paraconsistentes

2.1 Paradigma de computacion: computacién cuantica

De los diferentes paradigmas de computacion tales como las maquinas de Tur-
ing [30, 62], las funciones recursivas parciales [30, 35|, el A-calculo [1, 15], las
redes neuronales [57, 58| o las méquinas de Post [43], entre otros, es el paradigma
de la computacion cudntica —establecido en su forma actual por David Deutsch
[23, 24]— el méas adecuado para una anélisis desde el punto de vista de la para-
consistencia, debido a las siguientes razones:

e En la actualidad el area de la computacién cuéntica es un area de investi-
gacién bien establecida y cuenta con varios sitios web, publicaciones elec-
trénicas, congresos internacionales y abudantes publicaciones en las mas
prestigiosas revistas!.

e Si bien la mecanica cuéntica es una teoria factual —a diferencia de ser un
teoria formal— existen presentaciones de ella en forma de teoria axiomética

[16, 27, 66].

o La existencia de légicas paraconsistentes cuyo gestacién esté sustentada en
los fenémenos cuanticos (|46, seccion 3.4|, [22, seccion 13], [21, p. 193]).

e La computacién cuantica cuenta con dos modelos de computacién equiva-
lentes, en cuanto a los objetos que computan: las maquinas de Turing cuan-
ticas y los circuitos cuanticos [29, p. 9]. Cada uno de estos modelos —si

!Se menciona en particular el sitio de Los Alamos: xxx.lanl.gov —seccion Quantum
Physics— en el cual son publicados algunos de los preprints més recientes en el area, por otra
parte, se mencionan los articulos introductorios [50, 53, 54, 66] y los textos [14, 29, 67], los cuales
realizan una presentacion completa del tema.
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bien equivalentes— ofrecen la posibilidad de formalizacién desde diferentes
teorias matematicas y/o logicas.

e Los modelos de computaciéon cuéntica son equivalentes, en cuanto a los ob-
jetos que computan, al modelo de computacién por excelencia, las maquinas
de Turing [23]%.

e El caracter probabilista del valor de la medida de un observable de un sis-
tema cuantico cualquiera, se traduce en un comportamiento, desde el punto
de vista de la computacién cuéntica, que puede ser catalogado como incon-
sistente.

2.2 Lobgicas paraconsistentes: una definicién

De forma similar a la computaciin cuantica, en la actualidad el drea de logica
paraconsistente es una area de investigacién bien establecida, con congresos, pub-
licaciones® y demas caracteristicas de las areas académicas de cierta trayectoria;
inclusive desde 1991 cuenta con el niimero de clasificacion 03B53 asignado por
Mathematical Reviews, lo cual le asigna el estatus de ser un area “oficial” de inves-
tigacion matemética.

Desafortudamente debido a varias dificultades tales como los problemas filosé-
ficos relacionados con el operador de negacién o a las posturas de cada una de
las diferentes escuelas de légica paraconsistente, en la actualidad no se cuenta
con un Unico criterio para determinar cuando una légica es o no paraconsistente.
Para efectos de este informe se tomard como criterio, el primer criterio “negati-
vo” presentado por Jean-Yves Béziau, quien recientemente realizdé un anélisis del
problema ;Qué es una logica paraconsistente? [9].

Definiciéon 2.1 (Logica, formulas, teorias, relacion de consecuencia). Una logica
L es una estructura < £,F>, donde L es cualquier conjunto de objetos llamados
férmulas, denotados por «, 3,7, . . . ; los conjuntos de formulas son llamados teorias,
denotados por I';A,..., y F es una relaciéon entre teorias y féormulas llamada
relacion de consecuencia [9, p. 96].

2 Aunque no desconocemos las actuales propuestas de modelos de computacién mas potentes
que una maquina de Turing, conocidas como “hipercomputadoras”, éstas no seran consideradas
en este informe (cf. nota 3, cap. 1).

3El texto [46] ofrece un panorama muy completo del estado del area hasta 1990 y el texto
[7] es una introduccion al tema. Respecto a la “escuela brasilefia” —establecida por Newton Da
Costa— las siguientes referencias pueden ser un punto de partida [18, 19, 21, 68, 38, 59|, y
respecto a la “escuela australina” —establecida por Graham Priest, Richard Routley (Sylvan) y
otros— lo pueden ser las referencias [40, 41, 48, 47].
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La relacion de consecuencia - usualmente satisface los siguientes axiomas [9, p. 96]:

Sean a y 3 dos férmulas y sean I' y A dos teorias:

1. Reflexividad: Si a € T', entonces I' F a.
2. Monotonia: SiI'Fay I' C A, entonces A F a.

3. Transitividad: SiI'F ay A,aF 3, entonces I', A F 5.

Definiciéon 2.2 (Dominio de una logica, conectivos). El dominio de una logica
sentencial es (usualmente) una algebra libre generada con funciones, llamadas
conectivos logicos, a partir de un conjunto de férmulas llamadas férmulas atémicas
[9, p. 96].

Definiciéon 2.3 (Negacion). Una negacion es al menos una funcién unaria sobre
el dominio de una logica, denotada por —. Dada la formula «, la férmula —« es
llamada la negacion de « [9, p. 96].

Como afirma Béziau: “Despite the many divergences among paraconsistentist there
18 a common agreement to found paraconsistent logic on the rejection of the fol-
lowing principle:” |9, p. 97|

Principio EC (informal): Desde una contradiccion es posible derivar cada cosa
(ex-contradictio sequitur quod libet).

El principio EC en términos formales puede ser escrito como:

Principio EC (formal): Sean a y  dos formulas cualesquiera y sea I' una
teoria cualquiera, entonces I'; a,, ~a .

Definiciéon 2.4 (Logica paraconsistente). La siguiente definicién de logica para-
consistente esta sustentada sobre el rechazo al principio EC.

Sea L una légica con una negaciéon —. Esta negaciéon es paraconsistente, si y solo
si, existe una teoria I' y existen féormulas a y § tales que I, o, ~a ¥ 3.

Una logica es paraconsistente, si y sélo si, ella contiene una negacién paracon-
sistente [9, p. 98].

Definicion 2.5 (Teoria trivial). Una teorfa I es trivial si I' F « para toda férmula
a |9, p. 97].

Definicién 2.6 (Teoria inconsistente). Sea £ una logica con una negacion —. Una
teoria I' es inconsistente si existe una formula o tal que I' - a y T'F = 9, p. 98].
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Definiciéon 2.7 (Teoria paraconsistente). Sea £ una logica con una negacion —.
Una teoria I' es paraconsistente si I' es una teorfa inconsistente y I' es una teoria
no trivial [9, p. 98|.

2.3 Quantum computational logic (QCL)

Como fue mencionado en el contexto del problema de investigacion (seccion 1.1.3),
la légica QCL fue propuesta por Gianpero Cattaneo, Maria Luisa Dalla Chiara
y otros [13], y es la tnica logica asociada a la computaciéon cudntica que conoce-
mos, en particular ésta es una légica asociada al modelo de computaciéon cuantica
denominado “circuitos cuinticos”. El objetivo es entonces demostrar que la logica
QCL es una logica paraconsistente de acuerdo a la definicion 2.4.

En lugar de presentar un resumen del trabajo realizado por los autores de la
QCL, se ha decido anexar este trabajo en el apéndice A. Lo anterior esta susten-
tado en dos razones, la primera es que estos autores presentan los elementos de
computacién cudntica necesarios para definir la QCL, la segunda es que la defini-
cion de la QCL es una definicién elaborada paso a paso, por lo tanto, hubiera sido
necesario presentar casi todo el trabajo realizado por ellos. Debido a lo anterior,
se establecen las siguientes convenciones: (i) La notacion empleada seré la misma
notacion que la empleada en el apéndice A. (ii) Las referencias a teoremas, defini-
ciones o ejemplos del apéndice A, seran precedidas por el prefijo ‘ap-’ y tendran
la misma numeracién con la cual son presentados en éste..

Inicialmente se demuestra el literal (i) del ap-teorema 4.1, para familiarizarce con
la notacién y las definiciones empleadas.

Teorema 2.1. a = ——a y ——a = ot

Demostracion. (parte a = ——a)

1. a@ | —a, si y solo si, para cualquier realizacion cuantica computacional
Qub se tiene que o =gy " (ap-definicion 4.4).

2. Sea Qub una realizacién cuantica computacional. Entonces o =gy —a, si
y 8010 si, Prob(a) < Prob(——«) (ap-definicion 4.4).

*Aunque en la definicion de logica (definicion 2.1) se empleo el simbolo ‘F’, para denotar la
relacion de consecuencia, en el contexto de la QCL, se empleara el simbolo ‘=’. Este cambio de
notacion es debido a que (usualmente) el primer simbolo es empleado cuando la presentacion de
una légica es sintactica, mientras que el segundo simbolo es empleado cuando la presentacién es
seméntica, como es el caso de QCL. Tal como afirman los autores de la QCL, es un problema
abierto la construccion de una presentacion sintactica para esta logica [13, p. 12].
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3. Sea «a una formula y sea Qub una realizacion ciantica computacional para
a tal que Qub(a) = | a)® (ap-definicién 4.1).

4. | =—a) = NOT(| ~a)) = NOT(NOT(| o) )) (ap-defincion 4.1, condicion (ii)).
5. Puesto que, (NOT)(NOT) = Id (matriz identidad), entonces | a) = | =—a).

6. Luego, Prob(a) = Prob(——a). Por lo tanto, & =gy ~—a (por ap-definicion
4.4).

7. Dado que la realizacion Qub era cualquier realizaciéon cuéantica computa-
cional, entonces o |= —=—«a (por ap-definicion 4.4).

O

Demostracion. (parte =—a | «)
Esta demostracion se realiza de forma similar a la anterior. O

La QCL tiene los siguientes conectivos logicos: negacion (=), conjuncion (), raiz
cuadrada de la negaciéon (/=) y disyuncion (Y)8 . De acuerdo a la definicién de
negacion presentada (definicion 2.3) solo los conectivos — y /= son candidatos
para establecer la paraconsistencia de QCL, puesto que ellos son los tinicos conec-
tivos unarios.

Para esta demostracion no es necesario tener en cuenta la longitud de la formula o, por esta
razon no es necesario espeficar la dimension del espacio de Hilbert al cual pertence el vector | a).

5Es posible pensar en la creacion de nuevos conectivos logicos a partir de otras compuertas
cuanticas diferentes a las utilizadas para la construcciéon de los conectivos légicos de la QCL. Sin
embargo, debido al hecho de que la compuerta de Toffoli 7LD (ap-definicién 2.3) es una com-
puerta cuantica universal [29, p. 51], cualquier conectivo légico construido a partir de cualquier
otra compuerta cuantica puede ser construido a partir de ella. A manera de ejemplo, los conec-
tivos logicos de la QCL pueden ser construidos con la compuerta cuantica de Toffoli

|2) —4— | )

ly) ——|y)

|z) == [z ®min(z,y))

anD(| ), y) i |2) = 0),
s omin(egy < AT sl =l =0,
WOT(|2) i) = 1)y 12) = 5(1+)]0) + 5(1—0)|D),
) si2)=10)y|y) = 1)
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Antes de analizar si los conectivos = y /= son o no paraconsistentes (definicion
2.4), es necesario modificar las definiciones de consecuencia y consecuencia logica
(ap-definicion 4.4) para adaptarlas a la manipulacion de teorias de mas de una
formula, pues en su version original sélo es contemplado este caso.

Definiciéon 2.8 (consecuencia y consecuencia légica (nueva version)). [ es una
consecuencia de la teoria I' = {a,...,a,} en la realizacion cuantica computa-
cional Qub (I' =qus B), siy solo si, Prob(I') = Prob({au, ..., an}) =gef Prob(ag A
-+ A ap) < Prob(8).

B es una consecuencia logica de la teoria I' = {aq,...,an} (I' E (), si y so6lo
si, para cualquier realizacion cuéntica computacional Qub se tiene que I' gy 5.

Con base en estas nuevas definiciones se demuestra que los conectivos =y /= son
paraconsistentes.

Teorema 2.2. El conectivo negacion (—) es un conectivo paraconsistente.

Demostracion. Es necesario demostrar que existe una teoria I' y existen féormulas
a v (B tales que I',a, ~a W (. Es decir, es necesario demostrar que existe una
teoria I', existen féormulas o y § y existe por lo menos una realizacién Qub tal
que I', o, mav Wgup B; en otras palabras, Prob(I' A o A —ar) > Prob(f), bajo la
realizacién Qub.

1. Sea I' una teoria formada por una férmula .

2. Sea Qub una realizacion tal que (ap-definicion 4.1):

Quble) =|9) = 1]1).
Qubta) =Ja) = L2 10y + 22 1),
Qu®) =19 = Y210+ 1),

3. Prob(y) = 1,Prob(a) = 3 y Prob(8) = £ (ap-definicién 3.1).

4. |=a) = NOT(| @) = L2]0) + 2 |1) (ap-definicion 4.1, condicion (ii) y ap-
definicién 2.7). Luego Prob(—a) = Prob(a) = 3 (ap-definicién 3.1).

5. |7 A (e A =a)) = AND(|7),AND(|a),|—=a)))” (ap-definicién 4.1, condicién
(iii)).

"Es independiente seleccionar el vector |y A (a A =a)) o el vector | (v A @) A =) dado que
el operador A es asociativo (ap-teorema 4.1, literal (iv)).
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6. Prob(AND(|v),AND(| o), | =a)))) = Prob(v) - (Prob(a) - Prob(-a)) = % (ap-
teorema 3.1, literal (i)).

7. Luego, Prob(T', a, ~a) =gy Prob(y A & A =) > Prob(f) puesto que § > %
(por definicion 2.8).

8. Entonces, I', a, ~a Wqup B, por lo tanto, I', o, ma ¥ B y el conectivo negacién
(=) es una negacion paraconsistente.

O]

Teorema 2.3. El conectivo raiz cuadrada de la negacion (v/=) es un conectivo
paraconsistente.

Demostracion. En este caso es necesario demostrar que existe una teoria I' y ex-
isten formulas a y (3 tales que T, a, /= ¥ 3.

1. Sea I' una teoria formada por una féormula v y sea Qub una realizacion tal
que (ap-definicion 4.1):

Qub(y) =|v) =1]1),
Qub(a) =] a) = 1]1).
Qub(d) =1 8) = L 10y + L1y

2. Prob(y) = Prob(a) = 1y Prob(8) = 1 (ap-definicitn 3.1). Ademas, | /7o) =

1 1
5(1 —14)]0) + 3
2.10). Luego Prob(y/=a) = 3 (ap-definicién 3.1).

(1+4)|1) (ap-definicion 4.1, condicién (iv) y ap-definicion

3. |v A (e A /7)) = AND(|~y) , AND(| o) , | v/—r))) (ap-definicion 4.1, condicion
(iii)) y Prob(AND(|7),AND(| @) ,| /7)) = 3 (ap-teorema 3.1, literal (i)).

4. Luego, Prob(I', o, /=) =gey Prob(y A oo A /=) > Prob() puesto que
3 > 1 (por definicion 2.8).

5. Entonces, I', a, mae Wyup 5, por lo tanto, I', o, ma ¥ 3 y el conectivo /= es
una negacion paraconsistente.

O

De acuerdo a la definiciéon 2.4, una légica es paraconsistente si contiene al menos
un operador de negacién paraconsistente, por lo tanto:
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Teorema 2.4. La ldgica QCL es una ldgica paraconsistente®.

Una de las principales aplicaciones de una légica paraconsistente es la de ser la
logica subyacente a teorfas paraconsistentes. En el contexto en el cual fue desarrol-
lada la logica QCL, las teorias paraconsistentes construidas sobre ella, son teorias
paraconsistentes de la computacién.

Teorema 2.5. Sean I' una teoria y o una formula de la QCL. Sia €' y ~a €T,
entonces la teoria I' es una teoria paraconsistente.

Demostracion. De acuerdo a la definicion 2.4 es necesario demostrar que I' es una
teoria inconsistente y no trivial. Es necesario suponer que existe una férmula 5 ¢ T,
pues de lo contrario I' seria una teoria trivial. Sea I' = {y1,72, ..., %} U{a,~a} y
para efectos de simplificar la demostracion se supone que las férmulas v1, 72, ..., Vn
v « son férmulas atémicas.

1. T es una teoria no trivial.

(a) Sea Qub una generalizacion de la realizacion definida en el teorema 2.2,

es decir:
Qub(m) =+ = Qub(yn) =[n) =" =|7m) =1[1),
Qui(e) =lo) = L0y + 2 1),
Qub(B) =18) = ¥ 10) + 1 11).

(b) I' ¥ 8 (por el teorema 2.2), por lo tanto, I' es una teoria no trivial.
2. T es una teoria inconsistente.

(a) La demostracion de la inconsistencia de I se realizara demostrando que
F'Eayl E -
(b) Caso 1: Sea Qub una realizacion tal que Qub(a) = 1]0).
i. Prob(a) =0y Prob(—a) =1 (por ap-definicion 3.1).
ii. Prob(T") = Proby; - Prob(v2) ... Prob(y,) - Prob(a) - Prob(—a) = 0
(por ap-definicion 3.1, ap-definicion 4.1, condicion (iii), ap-teorema
3.1, literal (i)).

8La QCL ademas de ser una logica paraconsistente, es una logica multivaluada, en particular
oo-valuada, puesto que el valor de verdad asociado a una sentencia « esta dado por (ap-definicion
4.2):

Prob(a) = Prob(Qub(a)) = Prob(| o)) = Z laj|®.

a;eCt|a)
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il.

iv.

Prob(I') < Prob(a) y Prob(I') < Prob(—«).
Por lo tanto, I' = a y I' = =« (por definicion 2.8).

(c) Caso 2: Sea Qub una realizacion tal que Qub(a) = 1|1). Este caso se
demuestra similar al caso anterior.

(d) Caso 3: Sea Qub una realizacion tal que Qub(a) = ag|0) +a1|1) v ag
y aq son diferentes de 1 6 0.

1.
il.

il.

1v.

Prob(a) = |a1|? y Prob(—a) = |ag|? (por ap-definicién 3.1).

0 < Prob(d) < 1, para toda férmula 6 (por ap-definiciéon 3.1).
Prob(T") = Prob(y;)-Prob(v2) . .. Prob(y,)-Prob(«)-Prob(—«) (por
ap-definicion 3.1, ap-definicion 4.1, condicién (iii), ap-teorema 3.1,
literal (i)).

Prob(I") < Prob(a) y Prob(I") < Prob(—«), puesto que nx < z si
0<n<lyO<z<l

. Por lo tanto, I' = a y I' | —a (por definicién 2.8).
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Conclusiones

e Cada objetivo especifico ha sido desarrollado de la siguiente manera: primer
objetivo, seccién 2.1; segundo objetivo, apéndice A; tercer objetivo, seccion
2.2, cuarto objetivo, teoremas 2.2, 2.3 y 2.4. El objetivo general del proyecto
es alcanzado en el teorema 2.5.

e De acuerdo a los teoremas 2.2, 2.3 y 2.4, la Quantum Computational Logic
(QCL) es una logica paraconsistente, es mas, podria decirse que es una
logica “bi-paraconsistente”, puesto que contiene dos operadores de negacién
paraconsistentes.

e Quizas el resultado més importante de este proyecto, lo constituya la de-
mostracion de la existencia de teorfas paraconsistentes en el contexto de la
computacion (teorema 2.5). Aunque estos resultados fueron establecidos en
el contexto de la computacién cuantica, la equivalencia entre los modelos
cuanticos (sobre espacios finitos dimensionales) y los modelos clasicos de
computacion, permite omitir el adjetivo “cuantica’.

e Los resultados obtenidos en este proyecto han generado diferentes problemas
que estan por resolverse, entre ellos:

— Un primer problema a resolver es analizar la paraconsistencia o no de
la QCL, bajo definiciones mas restrictivas de “logica paraconsistente”
y/o “negacion paraconsistente”.

— Si es posible generalizar la QCL para la adecuada manipulacién de
espacios de Hilbert infinito dimensionales (para ello es necesario, o bi-
en modificar la definicion de realizacién computacional cuéntica (ap-
definicion 4.1), o bien permitir que las formulas de la QCL sean de lon-
gitud infinita) surge el problema —el mas interesante para nosotros—
de establecer logicas paraconsistentes para la hipercomputaciéon cuénti-
ca y de alli, construir teorfas de hipercomputacién paraconsistentes. Fl
requerimiento de los espacios infinitos dimensionales esta sustentado en
que las propuestas de modelos de hipercomputaciéon cuanticos operan
sobre estos espacios.
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— Debido a la equivalencia entre el modelo de circuitos cuanticos y el
modelo de méquinas de Turing cuanticas, surge el problema de adecuar
la QCL, la cual es establecida en el contexto de los circuitos cuanticos,
al contexto de las maquinas de Turing cuanticas.

— Aunque la QCL es establecida en el nivel sentencial (zero order level),
esta solo es construida en su fragmento de nivel cero (zero degree frag-
ment), puesto que s6lo estan definidos los conectivos de, negacion (—),
conjuncion (A), raiz cuadrada de la negacion (/=) y disyuncion (Y)
[48, p. 157]. Un problema es la ampliacion de la QCL a fragmentos de
mayor grado, es decir, es necesario definir un conectivo de implicacién

para la QCL.

e En un contexto més general, sin necesidad de sostener que las légicas para-
consistentes son un sustituto de la légica clasica, y en consecuencia, sin
necesidad de sostener que las teorias paraconsistentes son un sustituto de
las teorfas que no lo son, las propuestas de teorias paraconsistentes son al
menos una alternativa adicional, para una mejor comprensioén de los objetos
y métodos que describen estas teorfas.
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Apéndice A

QCL

Como se mencioné en la seccién 2.3, este apéndice estd compuesto por el articulo
“An unsharp logic from quantum computation” [13|, en la cual, Gianpero Catta-
neo, Maria L. Dalla, Roberto Giuntini y Roberto Leporini presentan la Quantum
Computational Logic (QCL).



