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Resumen

La posibilidad de autorreferencia para una
máquina de Turing cuántica es presentada des-
de dos puntos de vista: auto-modificación y
auto-medida.

Abstract

The self-reference possibility for quantum Tu-
ring machine is introduce from two point of
view: self-modification and self-measure.

1 Introducción

Las máquinas de Turing cuánticas (MTQ) [7, 15, 18]
y los circuitos cuánticos (CC) [4, 8, 17] son modelos
de computación equivalentes [8, 21] que sustentan sus
operaciones en las leyes de la mecánica cuántica. Por
otra parte, “todo lenguaje, todo sistema formal, todo
programa de ordenador, todo proceso de pensamien-
to, llegan tarde o temprano a la situación ĺımite de
la autorreferencia: de querer expresarse sobre śı mis-
mos.” [13].

La capacidad de autorreferencia de un sistema
está ligada a su poder expresivo. En el contexto de
las máquinas de Turing cuánticas este poder expre-
sivo puede ser pensado desde dos perspectivas dife-
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rentes, la posibilidad de modificarse a śı mismas y la
posibilidad de conocer propiedades de śı mismas.

La sección 2 introduce la posibilidad de auto-
modifación de una MTQ. Inicialmente se presentan
los inconvenientes surgidos de la representación usual
para las MTQ’s (cuadro de Schrödinger). Se pre-
senta entonces otra posible representación para las
MTQ’s (cuadro de Heisenberg) y se señalan otros
posibles inconvenientes. Luego, para las máquinas de
Turing (MT’s) y para las máquinas de Turing cuánti-
cas son indicadas las propiedades metamatemáticas
de la lógica y de las teoŕıas subyacentes a las mismas
(la aritmética para las MT’s y la teoŕıa de conjuntos
de Zermelo-Franklien con axioma de elección, para
las MTQ’s) y se presentan algunas conclusiones con
base en estas propiedades.

La sección 3 introduce la posibilidad de auto-
medida de una MTQ. En este caso siguiendo los tra-
bajos de David Z. Albert, se presenta un autómata
cuántico, para el cual es posible definir un observa-
ble que permite que el autómata conozca propiedades
de śı mismo. El formalismo empleado para la cons-
trucción del autóma, conlleva a una interpretación no
clásica de la mecánica cuántica. La intrepretación se-
leccionada (intepretación de mundos-posibles) es la
misma interpretación en la cual se expresa el com-
portamiento de una MTQ.
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2 Auto-modificación

Una primera alternativa de autorreferencia para las
máquinas de Turing cuánticas, consistiŕıa en la po-
sibilidad de que una MTQ modifique por śı misma
su comportamiento, durante su evolución. Uno de los
autores estudió esta posibilidad en el contexto de las
máquinas de Turing y encontró la imposibilidad de
que esto se lleve a cabo [19].

Para las máquinas de Turing cuánticas la imposi-
bilidad de automodificación puede ser entendida con
base en las leyes de evolución de la mecánica cuántica.
Para una MTQ se definen sus estados, los cuales son
vectores de un espacio de Hilbert H apropiado; sus
observables, los cuales son operadores Hermı́ticos so-
bre el espacio H y un operador unitario de evolución
temporal U [7, 15, 18]. Si |ψ(0)〉 es un estado inicial
de una MTQ, la evolución durante t ∈ Z+ pasos de
computación está dada por [7, 15]

|ψ(t)〉 = U t |ψ(0)〉 . (1)

El operador U representa el comportamiento de la
MTQ, es decir, diferentes operadores U , represen-
tarán diferentes MTQ’s. La ecuación (1) está pre-
sentada en el formalismo denominado cuadro de
Schrödinger.

Para cualquier sistema cuántico descrito con el
cuadro de Schrödinger, los estados evolucionan en
el tiempo, mientras que los operadores no lo ha-
cen [9, 11], por lo tanto, la posibilidad de que una
MTQ modifique su operador de evolución U y por lo
tanto, modifique su comportamiento, contradice los
principios del cuadro de Schrödinger.

Existe un formalismo alternativo para presentar la
evolución de una MTQ. Sea |ψ〉 un estado de un sis-
tema cuántico y sea U un operador unitario, se define
una transformación lineal para un operador lineal N
por [9]

N~ = UNU†, (2)

para la cual se puede demostrar que

N |n〉 = n |n〉 si y sólo si N~U |n〉 = nU |n〉 , (3)

es decir, n es un autovalor de N con autovector co-
rrespondiente |n〉 si y sólo si n es un autovalor de N~

con autovector correspondiente U |n〉.
Sea |ψ〉 un estado de una MTQ, sea U un operador

unitario de evolución temporal y sea N un operador
lineal, entonces

UN |ψ〉 = UNU†U |ψ〉
= N~U |ψ〉 , (4)

de acuerdo a la ecuación (4), después de realizar la
operación U , el operador N~ = UNU† actua de la
misma forma que el operador N antes de realizar la
operación U , de donde es posible pensar que la apli-
cación del operador U transforma el operador N en
el operador UNU† [10], es decir,

N
U |ψ〉−−−→ UNU†. (5)

Las ecuaciones (4) y (5) dan una idea de un forma-
lismo para representar la evolución de una MTQ, en
el cual los operadores evolucionan en el tiempo y los
estados no lo hacen, este formalismo es denominado
cuadro de Heisenberg [9, 11]. Aunque este formalis-
mo ha sido utilizado para la definición de operaciones
cuánticas tolerantes a fallas [10, 11], para las cuales
lo que importa es el comportamiento de la operación
N , no es claro para los autores, el posible cambio del
operador de evolución U en este formalismo. Se sub-
raya que lo importante es el cambio de la operación
N indicado por la ecuaciones (4) y (5); es decir, si en
la ecuación (4) se reemplaza U por N se obtiene

U2 |ψ〉 = U2U†U |ψ〉 , (6)

y por la tanto la ecuación (5) pasa a ser

U
U |ψ〉−−−→ UUU†, (7)

y en esta última, el operador U no sufre ninguna mo-
dificación.

Otra alternativa de estudiar la posibilidad de auto-
modificación de una MTQ es a partir del sistema
lógico o sistema formal subyacente a ésta. Para las
funciones Turing-computables o funciones recursivas,
Ozawa presenta la siguiente relación:
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“A function y = f(x) of the natural numbers
is said to be representable in a formal system
including the arithmetic, if there is a formula
φ(x, y) in that system such that for any na-
tural numbers m,n and the symbols µ, ν in
that system representing m,n respectively, if
m = f(n) then the formula φ(µ, ν) is provable
and if m 6= f(n) then the negation of φ(µ, ν)
is provable. Then, it is well-known that if the
system is consistent, the class of representable
functions coincides with the class of recursive
functions.” [14, p. 6]

Y para la funciones computables por una MTQ, el
mismo autor presenta la siguiente relación:

“Since a quantum algorithm depends on the
theory of Hilbert spaces and operators, the
proof may use theorems in much wider fields
than pure arithmetic, but they can be forma-
lized in the Zermelo-Fraenkel set theory with
the axiom of choice (ZFC), an axiomatic foun-
dation of the current mathematics. Then, we
require that any quantum algorithm can be ex-
pressed by a numeralwise provable formula in
the following sense: By the formalization of the
quantum algorithm Q and its proof in ZFC we
can construct a formula φ(x, y) in ZFC such
that if m = f(n) then φ(µ, ν) is provable and if
m 6= f(n) then the negation of φ(µ, ν) is prova-
ble (from a formal point of view, the quantum
algorithm Q can be identified with the formula
φ(x, y) and the status of Q can be regarded as
an intuitive expression of φ(x, y)). If this is the
case, the function f is representable by φ(x, y)
in ZFC so that f is a recursive function. Thus,
we can conclude that every function f compu-
table by a quantum algorithm is a recursive fun-
ction.” [14, p. 6]

Ambos tipos de funciones (Turing-computables,
computables por un MTQ), están asociados con
teoŕıas formales (aritmética, ZFC) de la lógica clásica
de predicados de primer orden. Las teoŕıas en cues-
tión son consistentes pero incompletas [12]. La incom-
pletitud de las teoŕıas está sustentada en la capaci-
dad de autorreferencia de las mismas, por ejemplo,
el enunciado constrúıdo por Gödel para la demostra-
ción de la incompletitud de la aritmética, puede ser

presentado de la siguiente manera [16]; sea

{P (w)}i = P1(w), P2(w), . . . , Pn(w), . . . (8)

una enumeración de las funciones proposicionales de
una sóla variable de la teoŕıa, sea

{D}j = D1, D2, . . . , Dx, . . . (9)

una enumeración de las demostraciones en la teoŕıa
y sea DP (x,w) un predicado tal que

DP (x,w) ≡ Dx demuestra Pw(w). (10)

Con en el enunciado DP (x,w) se puede construir
un enunciado de la forma

¬∃x(DP (x,w)), (11)

como este enunciado es una función proposicional de
un variable, le corresponde un número de la lista
{P (w)}i, sea éste el número k, entonces

P (w)k = ¬∃x(DP (x,w)), (12)

entonces, cuando w = k se tiene el enunciado auto-
rreferencial

P (k)k = ¬∃x(DP (x, k)), (13)

es decir, un enunciado que expresa que no existe de-
mostración para el mismo.

Es posible afirmar que la indecidibilidad de la lógi-
ca de predicados de primer orden y la incompletitud
de las teoŕıas en las cuales se expresan los modelos
de computación clásicos y cuánticos, son por una par-
te, la que ofrecen a dichos modelos el poder expresivo
que éstos ostentan, pero por otro lado, son las causan-
tes de las limitaciones de los mismos, por ejemplo, se
puede pensar que el problema de la decibilidad de la
lógica de predicados de primer orden y el problema de
la parada de una máquina de Turing son problemas
equivalentes, con base en que śı esta lógica fuera de-
cidible, el problema de la parada tendŕıa solución [5],
pero de hecho, esta lógica es indecidible y el problema
es irresoluble.
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3 Auto-medida

Una segunda alternativa de autorreferencia para las
máquinas de Turing cuánticas, puede ser pensada a
partir de los trabajos de David Albert acerca de au-
tomátas cuánticos, sistemas cuánticos y la posible ca-
pacidad de que los primeros conozcan propiedades de
śı mismos [1, 2, 3].

El uso de la expresión “autómata cuántico” en lu-
gar de “máquina de Turing cuántica” refleja el hecho
que el automáta, además de contar con un conjunto
de instrucciones de comportamiento propio y meca-
nismos de entrada y salida, tal como una MTQ, cuen-
ta además con una variedad de instrumentos para
medir una variedad de observables y con un conjunto
de instrucciones para predecir el comportamiento de
algún sistema cuántico.

Sea S un sistema cuántico, AC un autómata
cuántico y AC + S el sistema cuántico compuesto
por AC y S. La descripción del comportamiento del
autómata cuántico seguirá a [1, 2], se utilizará la no-
tación para los estados propuesta en [1] donde los
estados del sistema S se representaran por | letrai〉S ,
los estados del automáta AC se representaran por
| letrai〉O donde O es un observable y los estados
del sistema compuesto AC + S se representaran por∣∣ letra(i)〉.

Inicialmente, se prepara el sistema S en el estado
representado por

|α1〉S , (14)

es decir, el sistema S tiene un observable A con com-
portamiento1

A |α1〉S = α1 |α1〉S . (15)

Si se instruye al autómata AC para medir el va-
lor del observable A, una vez realizada la medida, el
autómata estará en el estado

|α1〉A , (16)

1La existencia de este observable está garantizada por un
teorema de la mecánica cuántica que establece que cada es-
tado de cada sistema cuántico puede ser asociado con valores
definidos de algún conjunto completo de observables [2].

por lo cual, existe un observable2 PA tal que

PA |α1〉A = α1 |α1〉A , (17)

donde, el observable PA del autómata cuántico AC
mide el observable A del sistema cuántico S.

Con base en que ambos sistemas (AC y S) son
cuánticos, el estado del sistema compuesto AC + S,
una vez realizada la medida, está dado por∣∣∣α(1)

1

〉
= |α1〉A ⊗ |α1〉S . (18)

Ahora, śı se prepara el sistema S en el estado

|β1〉S =
1√
2

(
|α1〉S + |α2〉S

)
, (19)

donde

A |α2〉S = α2 |α2〉S ,
B |β1〉S = β1 |β1〉S , (20)

y de nuevo se instruye al autómata AC para medir el
valor del observable A, una vez realizada la medida,
el estado del autómata será

1√
2

(
|α1〉A + |α2〉A

)
, (21)

donde

PA |α2〉A = α2 |α2〉A . (22)

El estado del sistema compuesto AC+S será entonces

∣∣∣β(1)
1

〉
=

1√
2

(
|α1〉A + |α2〉A

)
⊗

1√
2

(
|α1〉S + |α2〉S

)
; (23)

pero dado que se supone que el observable PA del
autómata AC mide correctamente el observable A del
sistema S, los términos |α1〉A⊗|α2〉S y |α2〉A⊗|α1〉S
de la ecuación (23) son fiśıcamente imposibles, por lo
cual el estado del sistema compuesto AC + S será

2cf. nota 1.
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∣∣∣β(1)
1

〉
=

1√
2

(
|α1〉A ⊗ |α1〉S +

|α2〉A ⊗ |α2〉S
)

=
1√
2

( ∣∣∣α(1)
1

〉
+
∣∣∣α(1)

2

〉)
. (24)

Lo mencionado hasta el momento para el autóma-
ta cuántico AC, es decir, su capacidad de medir y
predecir cosas externas a śı mismo, permite pensar
en éste como un observador [1]3.

La ecuación (24) indica que después de realizada
la medida no hay un colapso de la función de onda
y esto contradice la interpretación de Copenhague de
la mecánica cuántica4. Una interpretación plausible
de la ecuación (24) seŕıa la interpretación de mundos-
posibles sugerida por Hugh Everett III. Bajo esta in-
terpretación la ecuación (24) representaŕıa dos mun-
dos posibles [3], un primer mundo posible donde los
observables PA y A tengan el valor α1 y un segundo
mundo posible donde los observables PA y A tengan
el valor α2.

Una posible objeción para la interpretación de
mundos-posibles está sustentada en la idea de que
los mundos posibles surgidos de una función de onda,
tienen como base los términos separados que la cons-
tituyen; pero estos términos están sujetos a la base
seleccionada para escribir la función de onda en cues-
tión, por lo cual, un cambio de base para la función de
onda, cambiaŕıa los términos separados y a partir de
éstos, surgiŕıan nuevos mundos posibles. Dado que,
en el formalismo estándar de la mecánica cuántica,
la base seleccionada para expresar la función de onda
no tiene significado f́ısico, seŕıa necesario un nuevo
principio que indicara como seleccionar dicha base y
de acuerdo a ésta, cuales debeŕıan ser los mundos po-
sibles aceptados5.

3De hecho, Albert [3, cap. 8] realiza un análisis similar al
anterior, pero en lugar de un autómata cuántico, reemplaza
éste, por un observador humano.

4También seŕıa posible hallar una contradicción con la in-
terpretación de Copenhague en términos de las relaciones de
incertidumbre, con base en la medida simultánea de observa-
bles que no conmutan [1].

5Con base en esta y otras objeciones, Albert [1, cap. 8] pre-

La justificación para seleccionar la interpretación
de mundos-posibles en lugar de otra interpretación,
consiste en que esta interpretación es la misma sobre
la cual se sustenta el comportamiento de las máquinas
de Turing cuánticas, en palabras de David Deutsch:

“In explaining the operation of quantum com-
puters I have, where necessary, assumed Ev-
erett’s ontology. Of course the explanations
could always be ‘translated’ into the con-
ventional interpretation, but no without en-
tirely losing their explanatory power. Sup-
pose, for example, a quantum computer were
programmed as in the Stock Exchange prob-
lem described. Each day it is given different
data. The Everett interpretation explains well
how the computer’s behavior follows from its
having delegated subtasks to copies of itself in
other universes. On the day when the computer
succeeds in performing two processor-days of
computation, how would the conventional in-
terpretations explain the presence of the correct
ansewer? ¿Where was it computed?” [7, p. 114]

Ahora, en relación con la capacidad de auto-
medida del autómata cuántico AC, se define un ob-
servable6 B(1) para el sistema compuesto AC +S tal
que

B(1)
∣∣∣β(1)

1

〉
= β

(1)
1

∣∣∣β(1)
1

〉
. (25)

El observable B(1) es un observable del sistema AC+
S que mide una propiedad de śı mismo, su medida
para el observable A.

Si se prepara el sistema S en el estado dado por la
ecuación (19) y se instruye al automáta para realizar
la medida del observable B(1), una vez realizada la
medida, el estado final del autómata viene a ser∣∣∣β(1)

1

〉
B(1)

, (26)

donde

PB(1)

∣∣∣β(1)
1

〉
B(1)

= β
(1)
1

∣∣∣β(1)
1

〉
B(1)

. (27)

senta un análisis de la situación descrita bajo otras interpreta-
ciones de la mecánica cuántica (teoŕıa de Bohm, intepretación
de mentes-posibles y la bare theory).

6cf. nota 1.
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El estado final del sistema compuesto AC+S despúes
de realizada la medida viene a ser∣∣∣β(2)

1

〉
=
∣∣∣β(1)

1

〉
B(1)
⊗
∣∣∣β(1)

1

〉
. (28)

La ecuación (28) representa el estado del sistema
compuesto cuando el autómata ha medido algo acerca

de śı mismo. Los observables PA y P
(1)
B se refieren a

sub-sistemas f́ısicos separados, se podŕıa pensar en es-
tos, como almacenamientos de memoria diferentes al
interior del autómata. La hipótesis en la cual descan-
sa la ecuación (28) es que estos sub-sistemas pueden
ser reunidos en un sistema compuesto que los con-
tenga a ambos, y aunque en la práctica tal sistema
podŕıa ser no realizable, a nivel de un experimento
mental, tal sistema es concebible.

4 Conclusiones

En relación con la posibilidad de auto-modificación
de una MTQ, esta auto-modificación permitiŕıa pen-
sar que una MTQ fuera un modelo de hipercompu-
tación, es decir, un modelo de computación que pu-
diera computar funciones no Turing-computables; sin
embargo, este no es el caso y los conjuntos de las
funciones Turing-computables y las funciones compu-
tables por una MTQ son coextensivos [7, 14, 20]. Tal
como ya ha sido expresado por los autores anterior-
mente [20], una buena posibilidad de contar con mo-
delos de computación más potentes (en términos de
lo que éstos pueden computar), es modificar la lógica
subyacente a los mismos. En particular, una hipótesis
de trabajo consiste en pensar en modelos de compu-
tación construidos sobre una lógica paraconsistente y
esta hipótesis cobra mayor fuerza en el contexto de
las máquinas de Turing cuánticas, debido a la exis-
tencia de ciertas formulaciones de la mécanica cuánti-
ca que involucran elementos de teoŕıas paraconsisten-
tes [6], lo cual permitiŕıa pensar en lógicas cuánticas
paraconsistentes y sobre éstas, en modelos de compu-
tación cuánticos paraconsistentes.

En relación con la posibilidad de auto-medida de
una MTQ, śı la situación presentada del autóma-
ta AC se generalizará por medio de un segundo
autómata que hiciera predicciones sobre el comporta-

miento del primero, y un tercer autómata que hicie-
ra predicciones sobre el comportamiento del segundo
autómata y aśı sucesivamente, se tendŕıa una jerar-
qúıa de niveles de medida, en primer lugar, medi-
das que producen conocimiento de un algún siste-
ma externo, en segundo lugar, medidas que producen
no solo conocimiento de algún sistema externo, sino
además conocimiento del conocimiento del autóma-
ta acerca del sistema, y aśı sucesivamente [2]. Pero
de mayor importancia para los autores, sin impor-
tar las diferencias mencionadas entre una máquina
de Turing cuántica y un autómata cuántico como el
presentado y sin considerar la posibilidad o no de
su realización, es que el autómata cuántico presenta-
do es posible dentro del formalismo empleado por la
mecánica cuántica y dentro de una de sus posibles in-
terpretaciones, y este constructo teórico, deja varios
interrogantes sin responder y abre la puerta a nuevas
posibilidades y a nuevos problemas.
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