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RESUMEN. Este articulo presenta un subconjunto propio de los ntimeros reales denomi-
nado numeros reales computables R., donde el modelo de computacion subyacente son las
méaquinas de Turing. Ademaés, se establece que el conjunto R., dotado de una operaciéon
de suma y multiplicacién y de una relacién, presenta una estructura algebraica de campo
ordenado incompleto.

ABSTRACT. This paper introduce a proper subset of real numbers called computable real
numbers R., where the Turing machines are the computation model used. In addition, we
establish that the set R., equipped with sum and multiplication operation and a relation
has an algebraic structure of incomplete ordered field.

1. INTRODUCCION

Los modelos clasicos de computacion, tales como las méaquinas de Turing [9, 16|, las
funciones recursivas parciales [9, 10] o el A-célculo [2] son considerados usualmente como
modelos discretos de computaciéon. El caracter discreto de los modelos de computacion esta
reflejado en el espacio de computacion y la dindmica de la computacion, es decir, los objetos
sobre los cuales se computa son discretos y los pasos de computacién son discretos.

Por otra parte, los modelos de computacién que permiten la manipulaciéon de objetos
continuos pertenecen a una area de la computacion teérica denominada computacion conti-
nua o computacion analdgica; sin embargo, en la actualidad no existen ni la unicidad ni se
han obtenido los resultados en esta area, que si, se han obtenido en la computacion discreta
o computacion digital [13, 17].

No obstante lo anterior, es posible realizar computaciéon sobre objetos continuos a par-
tir de los modelos de computacion clasica. Este articulo presenta un subconjunto propio
de los numeros reales denominado nidmeros reales computables R., donde el modelo de
computacién subyacente son las maquinas de Turing. Ademés, se establece que el conjun-
to R., dotado de una operaciéon de suma y multiplicacién y de una relaciéon, presenta una
estructura algebraica de campo ordenado incompleto.

El articulo procede de la siguiente manera: La seccién 2 construye el campo ordenado
de los niimeros reales como clases de equivalencia de sucesiones de nimeros racionales, la
seccion 3 define los niimeros reales computables, la secciéon 4 construye el campo ordenado
de los ntimeros reales computables y la seccion 5 presenta algunas conclusiones.
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Se espera que el lector conozca la teoria de computablidad desde la perspectiva de las
méquinas de Turing (Turing-computabilidad), en particular la definicion de funciéon Turing-
computable (sobre los numeros naturales y sobre los nimeros racionales), los teoremas
bésicos sobre las funciones totales Turing-computables, el resultado sobre la cardinalidad
del conjunto de las maquinas de Turing, alguna codificaciéon de las méquinas de Turing, los
conceptos de conjunto recursivo y conjunto recursivamente enumerable y la indecibilidad
del problema de la parada (the halting problem) (esta teoria es presentada en [8, 9]).

2. SISTEMA DE LOS NUMEROS REALES

El sistema de los ntimeros reales se construye a partir del sistema de los ntimeros racio-
nales, el cual se construye a partir del sistema de los niimeros enteros, el cual se construye
a partir del sistema de los nimeros naturales, el cual se construye via axiomatica (axiomas
de Peano). Se menciona el “sistema de nameros” en lugar del “conjunto de ntmeros” para
resaltar el hecho de que la construccién del sistema de niimeros X a partir del sistema de
nameros Y, ademéas de construir los elementos de X (conjunto de nimeros) a partir de los
elementos de Y (conjunto de niimeros) construye operaciones y relaciones sobre los elemen-
tos del sistema de ntimeros X, a partir de operaciones y relaciones sobre los elementos del
sistema de nimeros Y.

La construccién del sistema de niimeros reales serd realizada a partir del sistema de
los nimeros racionales (Q,+,-), donde Q denota el conjunto de ntumeros racionales, +
denota la adiciéon sobre ntmeros racionales y - denota la multiplicaciéon sobre ntmeros
racionales (una construccion del sistema de los nimeros racionales a partir del sistema
de los ntimeros enteros y una construcciéon de éstos a partir del sistema de los ntmeros
naturales es presentada en [3]). La construccion del sistema de los ntiimeros reales solo hara
referencia a aquellos aspectos relevantes para el sistema de los ntimeros reales computables
(una construccion mas completa es presentada en [3, 14, 15]). Existen varios procedimientos
de construccién del sistema de nameros reales a partir del sistema de nimeros racionales,
entre ellos se destacan la construccion por cortaduras de Dedekind |3, 15] y la construccion
por sucesiones fundamentales de Cantor o sucesiones de Cauchy |3, 14]. La construccion se
haré con base en este tultimo procedimiento porque es mas adecuada para la definicién del
sistema de los nimeros reales computables. Se seguira la presentacion realizada en [14].

Definicién 2.1. Sea Z1t = {1,2,...} el conjunto de los niimeros enteros positivos. Una
sucesion de mimeros racionales, denotada por {a,}, es una funciéon s : ZT — Q, donde
s(n) = a, denota el n-ésimo término de la sucesion {a, }.

Ejemplo 2.2. Las siguientes son sucesiones de niimeros racionales:

(1) La funcién s : ZT — Q definida por s(n) = 3". En este caso {a,} = {3,9,27,...}.
2) fan = {2} = {11 duee)

(2)
(3) La sucesion cuyo n-ésimo término es a, = (1+ 2)".
(4) an =30 7
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Definiciéon 2.3. Sea {a,} una sucesion de nameros racionales. Se dice que la sucesion
{an} converge al nimero racional a, denotado por lim,_,~ a, = a, si para cualquier ni-
mero racional € > 0 existe un ntmero entero positivo N(e) tal que si n > N(e) entonces
la —ap| < e.

Ejemplo 2.4. Para las sucesiones presentas en el ejemplo 2.2:
(1) La sucesion {3"} no converge a ningin racional puesto que lim,,_,, 3" = oo.
(2) La sucesion {%} converge a 0 puesto que 1im,, % =0.
(3) Lasucesion {(1+ 2)"} no converge a ningtin racional puesto que limy, o0 (14 2)" =
eyeé¢Q.
(4) limp 00 Yj_o 71 = €, entonces la sucesion {d__, # } no converge a ningiin racional.

Definiciéon 2.5. Sean {a,}, una sucesion de nameros racionales. Se dice que la sucesion
{an} es una sucesion de Cauchy si para cualquier nimero racional € > 0 existe un ntimero
entero positivo N (e) tal que si n > N(e),m > N(e) entonces |ap — am| < €.

Ejemplo 2.6. Para las sucesiones presentas en el ejemplo 2.2:

(1) La sucesion {3"} no es una sucesion de Cauchy.
(2) La sucesién {1} es una sucesion de Cauchy.
(3) La sucesién {(14 )"} es una sucesién de Cauchy.

(4) La sucesion {>__, 4} es una sucesion de Cauchy.

La relacion entre las sucesiones de niimeros racionales que convergen a un niimero racional
y las sucesiones de nuimeros racionales que son sucesiones de Cauchy es presentada por el
siguiente teorema.

Teorema 2.7. Sea {a,} una sucesion de nimeros racionales. Si {a,} es una sucesion
convergente a un niamero racional entonces {a,} es una sucesion de Cauchy.

Demostracion.

(i) Sea {a,} una sucesiéon de nameros racionales y a € Q tal que lim,_,~ an = a.
(i1) Si limy,—00 @y, = a entonces lim,,_, |a, — al| = 0.
(iii) Sean € >0, N(¢) = §, entonces |a, —a| < §y |a —ap| < § paran > 5§y m >
(iv) Sean z,y € Q entonces |z + y| < |z| + |y| (desigualdad triangular).

(v) Sean x = ap,—ayy = a—a,, entonces |an, — am| < an — atla —an| < §+5 = O

[\elle}

La convergencia o la no convergencia a un nimero racional de toda sucesién de Cauchy
juega un papel fundamental en la construcciéon del sistema de ntimeros reales a partir del
sistema de ntimeros racionales, pues es uno de los aspectos que distingue estos dos sistemas
de ntimeros desde la perspectiva de la estructura algebraica denominada campo ordenado.

Definiciéon 2.8. Un campo es una estructura algebraica (C,+,-,0,1) que satisface los
siguientes axiomas [11], donde C' es un conjunto no vacio; + es una funcion + : C' x C' — C
llamada adicidn; - es una funcion - : X x X — X llamada multiplicacion; 0 € C es una
constante llamada elemento neutro del campo bajo la adicion y 1 € C es una constante
llamada elemento identidad del campo bajo la multiplicacion.
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Axiomas para la adicion: Sean x,y € C

(1a) (x+y e C) (clausurativa +)
(1b) (x+y=y+z) (conmutativa +)
(1c) (x+(y+2)=(x+y)+2) (asociativa +)
(1d) (x4+0=0+2=2x) (elemento neutro para +)
(le)  Existe —z € C tal que (z + (—z) =0) (existencia elementos inversos bajo +)

Axiomas para la multiplicacion: Sean x,y € C

1f) (x-yeC) (clausurativa -
lg) (x-y=y-z) (conmutativa -
1h) (x-(y-2)=(r-y)-2) (asociativa -

1i) (r-1=1-2==z) (elemento neutro para -

~— ~— ~— ~— ~—

1j) Existe 2’ € C tal que (x #0 — x-2' =1) (existencia elementos inversos para -
Axiomas que relacionan la adicion y la multiplicacion: Sean x,y,z € C

(1k) (- (y+2)=z-y+ax-z) (distributiva derecha)

(11) ((y+2z)-x=y-xz+z-z) (distributiva izquierda)

Teorema 2.9. La estructura algebraica (Q, +,-,0,1) es un campo, denominado el campo
de los ntimeros racionales.

Definicién 2.10. Un campo ordenado es una estructura algebraica (C, <) que satisface los
siguientes axiomas [11]|, donde C' es un campo y < es una relacion binaria sobre C.

(2a) Sea x € C entonces (t <0Vax=0VvV0<zx) (tricotomia)
(2b) Sean 0 < 2,0 < y € C entonces (0 < x +y) (+ de nimeros positivos)
(2¢) Sean 0 < z,0 < y € C entonces (0 < z-y) (- de niumeros positivos)

Teorema 2.11. La estructura algebraica (Q, <) es un campo ordenado, donde Q denota
el campo de los ntimeros racionales y < denota la relacién de orden usual en Q.

Definicion 2.12. Un campo ordenado (C, <) se denomina completo si cada sucesion de
Cauchy {a,} de elementos del campo converge a un elemento del campo.

Los literales (3) y (4) de los ejemplos 2.2, 2.4 y 2.6 indican que el campo ordenado
de los ntumeros racionales no es un campo ordenado completo. La idea de construir el
sistema de los ntimeros reales a partir del sistema de los niimeros racionales, es la idea de
“completar” el campo de los niimeros racionales para obtener el campo ordenado completo de
los niimeros reales. Intuitivamente un campo ordenado incompleto se completa adicionando
los elementos necesarios para que toda sucesion de Cauchy converja a un elemento del
campo. Debido a que diferentes sucesiones de Cauchy pueden converger al mismo elemento,
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la completaciéon de un campo ordenado incompleto se realiza por medio de limites de clases
de equivalencias de sucesiones de Cauchy.

Definicién 2.13. Sean {a, } y {b,} dos sucesiones de Cauchy de ntimeros racionales. Se dice
que las dos sucesiones son equivalentes, denotado por {a,} ~ {b,}, si lim, o (a, —b,) = 0.

Ejemplo 2.14. Las sucesiones {(1+2)"} y {3 }_, #} presentadas en los literales (3)
y (4) del ejemplo 2.2 son equivalentes puesto que lim,, (1 + %)” = My 00 Y pp % =e.

Teorema 2.15. Sea QC el conjunto de sucesiones de Cauchy de ntimeros racionales. La
relacion ~ es una relaciéon de equivalencia sobre QC.

Demostracion.
(i) Reflexividad
(a) Sea {a,} € QC.
(b) limy,—e0(ay — ay) = 0.
(c) Luego, {an} ~ {an}.
(ii) Simetria
(a) Sean {a,},{bn} € QC tal que {a,} ~ {b,}.
(b) 1my_se0(@n — by) = 0.
(c) limy—o0(by — ap) = 0.
(d) Luego, {b,} ~ {an}.
(iii) Transitividad
(a) Sean {an}, {bn}, {cn} € QC tal que {an} ~ {bn} v {bn} ~ {cn}.
(b) limy,—o0(an — by) = limy, o0 (b, — ¢) = 0.
(¢) limy,—o0(an — by) + limy, 00 (by, — ) = limy, o0 (an, — ¢) = 0.
(d) Luego, {an} ~ {cn}.
O

Teorema 2.16. Sean {a,},{b,} € QCy a € Q. Las sucesiones {a,} y {b,} son equivalen-
tes, si y soélo si, lim, o ay, = lim, o b, = a.

Definicién 2.17. La relacién ~ induce una particiéon del conjunto QC en clases de equi-
valencia, denotadas por [{a,}], estan definidas por [{a,}] = {{bn} € QC | {an} ~ {bn} }

El conjunto de los nimeros reales se identifica con el conjunto de las clases de equivalencia
de la relacién ~ sobre el conjunto QC.

Definiciéon 2.18. El conjunto cociente QC/ ~, es decir, el conjunto de las clases de equi-
valencia de QC inducidas por la relaciéon ~, es el conjunto de los nimeros reales, denotado
por R.

Es necesario dotar al conjunto R de una operacién de adicién y de una operaciéon de
multiplicacion que satisfagan los axiomas (1) y de una relacion binaria que satisfaga los
axiomas (2) para obtener el campo ordenado completo de los ntimeros reales.

Definicién 2.19. Sean [{ay}], [{bn}] € R. La adicion de [{an}] v [{bn}], denotada [{a,}] &
[{bn}], esta definida por [{an}] @ [{bn}] = [{an + bn}].
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Definicién 2.20. Sean [{ay}], [{bn}] € R. La multiplicacion de [{ay}] por [{b,}], denotada
[{an}] ® [{bn}], esta definida por [{an}] @ [{bn}] = [{an - bn}].

Teorema 2.21. La estructura algebraica (R, ®,®, [{0}],[{1}]) es un campo, denominado
el campo de los ntimeros reales.

Definicion 2.22. Sean [{ay}], [{bn}] € R. El namero [{b, }] es menor que el namero [{ay}],
denotado [{by,}] > [{an}], si existe un nimero racional positivo € y un nimero entero positi-
vo N(e) tal que para cualquier par de sucesiones {a,} € [{an}], {bn} € [{bn}] se tiene que
an > by, + € para todo n > N (e).

Teorema 2.23. La estructura algebraica (R,>) es un campo ordenado, donde R denota el
campo de los niimeros reales.

Teorema 2.24. Cada sucesion de Cauchy de ntmeros reales converge a un nimero real.

Como resultado del teorema 2.24 se obtiene que el campo ordenado (R,>) es un campo
ordenado completo. Una vez establecida la definiciéon del conjunto de los ntmeros reales
como clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy de nimeros racionales, se identifican
los niimeros reales como los limites de sucesiones de ntimeros racionales y se opera con el
campo ordenado completo de los nimeros reales usual (R, +,+,0,1, <).

3. NUMEROS REALES COMPUTABLES

El ampliar el espacio discreto de la computaciéon de ntimeros naturales y funciones sobre
los ntimeros naturales a niimeros reales y funciones sobre los nimeros reales, exige trasla-
dar y expandir los conceptos y métodos propios de la computacion discreta a un dominio
continuo. Para realizar esta expansion es posible seguir tres alternativas: (i) Algebraica:
El modelo propuesto por Lenore Blum, Mike Shub y Steve Smale [4, 5] es un modelo de
computacién sobre un anillo ordenado arbitrario 2; cuando 2 = Zo, el modelo es equiva-
lente a una maquina de Turing, pero cuando 2 = R, el modelo computa funciones sobre
los nimeros reales, (ii) Funcional: Vasco Brattka |7] y Cristopher Moore [12]| presentan in-
dependientemente una definicion de las funciones recursivas reales con base en un conjunto
de funciones iniciales sobre los niimeros reales y algunos esquemas de creaciéon de funcio-
nes sobre los nimeros reales y (iii) Analitica: Alan Turing [16], Douglas S. Bridges [8] y
Klaus Weihrauch [17] a partir de las funciones computables por una méaquina de Turing
(funciones Turing-computables) y a partir de la construccién de los nimeros reales como
limites de sucesiones de nimeros racionales definen los ntimeros reales computables. Se ha
seleccionado el enfoque analitico para la presentacién de los ntimeros reales computables,
pues surge naturalmente del modelo de computacion de las méquinas de Turing. Se seguira
la presentacion realizada en [8|.

Definicién 3.1. Como se indicé en la seccién 2 cada x € R es el limite de una sucesion de
niimeros racionales, es decir, lim,, ,~ $(n) =z 6 lim,, o |z — s(n)| =0, donde s : ZT — Q
es una sucesion de ntmeros racionales. La sucesion s(n) es denominada un generador del
ntmero real x.
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Definicion 3.2. Sea s : ZT — Q un generador del ntimero real x. La sucesion s(n) es deno-
minada un generador Turing-computable si s(n) es una funciéon total Turing-computable |8,
9.

Definicion 3.3. Sea x € R. El nimero = es denominado un nidmero real computable si
existe un generador s(n) para x tal que

(3) s(n) sea un generador Turing-computable y
(4) |z — s(n)] < 27", paratodon € Z*.
El conjunto de los niimeros reales computables es denotado por R..

La ecuacion (3) sefiala que el nimero real = es el limite de una sucesion de numeros
racionales s(n) tal que cada término de la sucesion puede ser generado por una méquina de
Turing. La ecuacion (4) senala por su parte que la convergencia de la sucesion de niimeros
racionales es “rapida” [7]. Sea xp = 0.z122 ... donde x; € {0, 1} la representacion en binario
de un namero real z € (0,1). El término 27" indica que la sucesion s(n), tiene las primeras
n-ésimas cifras binarias iguales a las primeras n-ésimas cifras binarias del ntimero xy.

Definicién 3.4. Sea x € R. Si x no es un ntmero real computable x es denominado un
numero real no computable.

Ejemplo 3.5. Los nimeros racionales son ntmeros reales computables. Sea ¢ € Q un
ntimero racional y sea s : ZT — Q la sucesién de niimeros racionales definida por s(n) = q.
La funciéon s(n) es un generador para g que satisface la propiedad (i) de la definicion 3.3,
es decir, s(n) es un generador Turing-computable de ¢, puesto que la funciéon s(n) = ¢
es una funciéon total Turing-computable, ademéas s(n) satisface |¢ — s(n)| < 27", ya que
lg — s(n)| = 0, para todo n € Z™.

Ejemplo 3.6. El ntimero e es un ntumero real computable. La sucesion {s, } presentada en
la parte (3) del ejemplo 2.2 es un generador para el namero e, es decir lim,, (1 + %)" =e.

El comportarmiento de ‘e -1+ %)”’ y 27" paran =1,...,5 es presentado en la tabla 1.
De acuerdo a la tabla 1, s(n) = (1 4+ )" no satisface que ‘e -1+ %)”| < 27" para
n=1,...,5; por lo tanto es necesario seleccionar otro generador para el ntimero e.

e+ D] le-Siodl |e-Siihl 2

1 0,718282 0,718282 0,218282 0,5

2 0,468282 0,218282 0,0516152 0,25

3 0,347911 0,0516152 0,0099485 0,125

4 0,276876 0,0099485 0,00161516  0,0625

5 0,229962 0,00161516 0,000226273  0,03125

n+l 1 9—n

TABLA 1. Valores para }e -1+ %)" e— Yo mly

) |6_ZZ=0 %}7
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La funcion s(n) presentada en la parte (4) del ejemplo 2.2 es un generador para el
nimero e. El comportamiento de |e — > ko %} y 27" paran =1,...5 es presentado en la
tabla 1. De acuerdo a la tabla 1, s(n) = >_j'_ 4 no satisface la propiedad |e — > 1_, #] <

27™ para n = 1, pero si la satisface para n = 2,...,5. Un nuevo generador para e es la
funcion s(n) = Zié % El comportarmiento de ‘e — Z:é %‘ y2 ™ paran=1,...,5es

presentado en la tabla 1. Es necesario demostrar que

n+1 1

(5) e— Z o < 27", paratodon € Z".
k=0

Inicialmente se demuestra que
n+1

(6) e < Z o +27"  para todon € Z*.
k=0

Con base en la féormula de Maclaurin [1] para la funcion e* cuando x = 1 se obtiene

n+1 z

1 e
7 = —+ Rpy1, donde Rpy1=-——7r, € (0,1).
(7) e kzok! + Rn+1 onde n+1 (n+2)! z €(0,1)
De las ecuaciones (6) y (7) es necesario demostrar que
2)!
(8) e’ < (712—:)’ para todon € Z*, con z € (0,1).
Como las funciones e* y (n;f)! son crecientes entonces basta demostrar que
(1+2)!

(9) 61 =€ S T =3
De forma similar se demuestra que

n+1 1
(10) i 27" <e, paratodon e Z".

k=0 """

Ademaés como la funcion s(n) = Z’,;Lié % es un generador Turing-computable para e, se

concluye que el nimero e € R..

Ejemplo 3.7. El niimero 7 es un ntmero real computable. De la serie para m dada por

Leibniz [6], 7 = 4(1 — 2 + £ — 1 +...) se obtiene un generador para 7 definido por s(n) =

+1 k1
ko (1) 5557
para todo n € ZT.

tal que s(n) es una funcion total Turing-computable y |7 — s(n)| < 27",

La rapidez de la aproximacién en base binaria de un ntimero real computable puede ser
modificada por la aproximaciéon rapida en cual otra base d > 2.
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Teorema 3.8. Sea s(n) un generador Turing-computable para = tal que |« — s(n)| < d™",
para todo n € Z*, donde d > 2, entonces  es un ntimero real computable.

Demostracion.

i) s(n) es un generador Turing-computable para x.

(i) s(n) g g-comp p

(ii) |z — s(n)] < d™", para todo n € Z*.

(iii) d™™ < 27", para todo d > 2.

(iv) Luego, |x — s(n)| < 27", para todon € Z*. O

Una vez establecido que los nimeros racionales son nimeros reales computables (ejem-
plo 3.5) y la existencia de algunos ntmeros reales no racionales computables (ejemplos 3.6
y 3.7), es necesario demostrar la existencia de ntiumeros reales no computables. Inicialmente
se presenta un teorema que senala la existencia de estos nimeros.

Teorema 3.9. Existen niimeros reales no computables.

Demostracion. (version no constructiva)

(i) El conjunto de las maquinas de Turing es enumerable [9].
(ii) El conjunto de las funciones Turing-computables es enumerable.
(iii) El conjunto de los generadores s : ZT — Q Turing-computables es enumerable.
(iv) El conjunto de los ntimeros reales es no enumerable [10].
(v) Por lo tanto deben existir nimeros reales para los cuales no exista un generador s(n)
total Turing-computable. O

Demostracion. (version constructiva)

(i) Sea A C N. El ntimero x4 = ) ;-4 27% es un ntimero real computable, si y solo si,
A es un conjunto recursivo [17].

(ii) Entonces, si A C N es un conjunto recursivamente enumerable pero no recursivo el
nimero T4 = » o4 27% es un nimero real no computable.

(ili) Desde la teoria de la Turing-computabilidad si A C N es un conjunto recursivamente
enumerable pero no recursivo, existe una funciéon total Turing-computable inyectiva
J:N—= A Seaxa =7 1y 2-F(k) y sea la sucesion de ntmeros racionales z, =
Zign 2_f(1)'

(iv) La sucesiéon de nameros racionales {z,} es una sucesion acotada y creciente.

(v) El limite de la sucesion {x,} es un nimero real no computable. La sucesion {x,,}
es denominada sucesion de Specker [17]. O

Ejemplo 3.10. Con base en el contrarreciproco del teorema 3.9 si A C N es un conjunto
no recursivo entonces ra4 = Y ;4 27% es un namero real no computable. Sea MTP C N
el conjunto formado por los codigos (niimeros) de las maquinas de Turing que se detienen.
Debido a la indecidibilidad del problema de la parada [8, 9, 16| el conjunto MTP es no
recursivo, por lo tanto el nimero zyTp = Y pcnrp 27F es un namero real no computable.
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4. CAMPO ORDENADO DE LOS NUMEROS REALES COMPUTABLES

Para demostrar que el sistema de los ntimeros reales computables es un campo es ne-
cesario definir operaciones de suma y multiplicacién sobre el conjunto R. que satisfagan
los axiomas (1), ademés es necesario senalar la existencia de los inversos aditivos y de los
inversos multiplicativos en R.. Inicialmente se demuestra que la adicién y la multiplicacién
de numeros reales computables es un ntimero real computable.

Teorema 4.1. Si z y y son nimeros reales computables entonces (i) x +y, (i) z —y y
(iii) « - y es un namero real computable.

Demostracion.

(1) Sea s : Z* — Q un generador Turing-computable para z tal que |x — s(n)| < 277,
para todo n € ZT.

(2) Sea t : ZT — Q un generador Turing-computable para y tal que |y — t(n)| < 27",
para todo n € ZT.

(3) Parte (i)
(a) Seau(n) =s(n+1)+t(n+1).
(b) Para todon € Z*

(z+y) —un)| <|z—s(n+1)|+|y—t(n+1)] (desigualdad triangular)
é 2—71—1 _|_ 2—n—1
=2""

(c) Luego, u(n) es un generador Turing-computable para = + y tal que
|(z +y) — u(n)| < 27", para todon € Z7.
(4) Parte (ii)
(a) Seav(n)=s(n+1)—t(n+1).
(b) Para todon € Z*

(z —y) —v(n)| <|r—s(n+1)]+|y—t(n+1)] (desigualdad triangular)
S 2—7’1—1 _|_ 2—71—1
=2""

(c) Luego, v(n) es un generador Turing-computable para = — y tal que
|(z —y) —v(n)| < 27", para todo n € Z*.
(5) Parte (iii)
(a) Seam € ZT tal que si |z — 2| < 1o |y —z|] <1 entonces |z| < 27™.
(b) Sea w(n) =s(m+n+1)-t(m+n+1).



ALGUNOS COMENTARIOS SOBRE LOS NUMEROS REALES COMPUTABLES 11

(c) Para todo n € Zt,
()~ wn)| <Je-y—y-s(m -+ + 1)
+ly-s(m+n+1)—s(m+n+1)-t(m+n+1)
(desigualdad triangular)
Sle—sm+n+1)|-lyl+ly—tln+1)]-|s(m+n+1
< 2—(m+n+1) .9m 4 2—(m+n+1) . gm
=27"
(d) Luego, w(n) es un generador Turing-computable para = - y tal que
|(z-y) —w(n)| <27, para todon € Z*.
]

Una vez definidas la adicion y la multiplicacién sobre Reo se demuestra la existencia de
inversos para estas operaciones.

Teorema 4.2. Si x > 0 es un niimero real computable entonces —x es un ntimero real
computable.

Demostracion. Por el ejemplo 3.5 s6lo es necesario considerar el caso de que z € (R — Q™).
(1) Sea z € (R — Q") un ntimero real computable.
(2) Por la parte (ii) del teorema 4.2 —z = 0 — x es un nimero real computable. O

Teorema 4.3. Si x # 0 es un numero real computable entonces % es un ndmero real

computable.

Demostracion.

(i) Sea s:Z" — Q un generador total Turing-computable para z tal que |z — s(n)| <
27" para todo n € ZT.
(ii) Sea m € Z* tal que |x| > 2~™ entonces |s(n)| > 2= (™D para n > m.

(iv) Para todo n € Z*,
1 (n) 1 1
— —un = |l-————
x z  s2m+n+1)

=z —s2m+n+1)|- |z [s@m+n+ 1)
< 2—(2m+n+1) Lgm  gm+1
=2""
v) Luego, u(n) es un generador Turing-computable para 1 tal que | —u(n)| < 277,
X X
para todo n € ZT. O

Una vez definidas las operaciones de adiciéon y multiplicaciéon de ntimeros reales y sus
correspondientes inversos de forma tal que satisfacen los axiomas (1) se obtiene que el
sistema de los niimeros reales computables es un campo.
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Teorema 4.4. La estructura algebraica (R, +,+,0,1) es un campo, denominado el campo
de los niimeros reales computables.

La relaciéon > de R es heredada por el sistema de los niimeros reales computables, por lo
tanto, este sistema adquiere la estructura de campo ordenado.

Teorema 4.5. La estructura algebraica (R.,>) es un campo ordenado, donde R, denota el
campo de los nimeros reales computables.

Teorema 4.6. La estructura algebraica (R.,>) es un campo ordenado incompleto.

Demostracion.

(i) El campo ordenado completo de los ntumeros reales (R,>) es el menor campo or-
denado completo (excepto isomorfismos) que contiene al campo de los ordenado
incompleto de los nimeros racionales [14].

(ii) El campo ordenado de los numeros reales computables (R.,>) contiene al campo
ordenado de las ntimeros racionales.

(iii) Los campos ordenados (R,>), (R.,>) no son isomorfos.
(iv) El campo ordenado (R.,>) es un campo ordenado incompleto. O

5. CONCLUSIONES

La teoria (clasica) de la computabilidad ha sido considerada usualmente como una teoria
discreta (en cuanto al espacio y a la evolucion de la computacion), sin embargo desde el
mismo trabajo fundacional de Alan Turing relacionado con las (hoy denominadas) méquinas
de Turing [16], es presentado el concepto de nimero real computable. La existencia del
campo de los numeros reales computables indica como es posible pensar en computacién
sobre objetos continuos a partir de modelos de computacién discreta.

En la actualidad, el trenzado de grandes areas de las matematicas (tales como el algebra,
la topologia y el anélisis) y la computabilidad posibilita por una parte, la construccion
de teorias més soOlidas relacionadas con la computacién de objetos continuos y por otra
parte, posibilita una mejor comprension (y porque no, una posible extension) de los objetos
computables y las relaciones entre ellos.
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