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Introduccion

Es imposible definir donde comienza e inclusive donde termina un proyecto de investigacién. En nuestro
caso hemos decido encuadrar nuestro proyecto de investigacién Lenguaje subyacente a la nocion de maquina
cudntica entre dos proyectos; el primero de ellos Mdaquinas de Turing dindmicas, anterior a éste y el otro de
ellos s Mdaquina de Turing cudantica autorrefencial: Una posibilidad?, posterior a éste.

La investigacién que realizamos en el ano 1997 Mdquinas de Turing Dindmicas estaba inscrita un campo
problematico que hemos denominado la ampliacion de la nocion de computabilidad. En este proyecto, se
acometio la posibilidad de ampliar la nocién de computabilidad al interior de la teoria de las méquinas
de Turing. La idea era representar la propiedad de autorrefencia en una maquina de Turing, es decir,
formalizar la capacidad de que una maquina de Turing automodifique su comportamiento. Los resultados de
imposibilidad obtenidos [35] no nos desanimaron, por el contrario nos han permitido madurar el problema y
buscar otras alternativas y otras teorias donde abordarlo.

La primera vez que eschuchamos acerca de la computacién cuantica y en particular acerca de las maquinas
cudnticas, fue por intermedio de Roger Penrose [27]. Aunque esta lectura inicial no fue muy prometedora,
nos referencié la obra de David Deutsch [8]. La primera lectura de Deutsch y las posteriores reelecturas
del mismo, sirvieron para dejar en claro una cosa, no conociamos ni entendiamos el cddigo de la maquina
cuantica. Por cédigo de la maquina cuantica entendemos el lenguaje en el que ella es desarrollada y este
lenguaje es el lenguaje de la mecanica cuantica. En un instante nos tropezamos con conceptos tales como
“observable”, “autovector”, “espacio de Hilbert”, entre otros; para los cuales no teniamos ningin marco de
referencia. Este proyecto de investigacién esta dirigido a construir estd competencia conceptual.

La investigacién que hemos propuesto para el afio 1999 ; Mdquina de Turing Cudntica Autorrefencial: Una
Posibilidad? es la continuacién y el producto natural de nuestros dos proyectos de investigacién anteriores.
Conjeturamos que una méaquina de Turing cudntica, puede automodificar su comportamiento, con base en
los postulados establecidos por la mecanica cuantica, en relacién a lo alteracion del sistema, cuando se realiza
una observacion sobre éste.

En relacion a los contendidos de este informe, tenemos los siguientes: El primer capitulo introduce el marco
de referencia sobre el cual se trabaja; el segundo capitulo expone algunos conceptos matemaéticos sobre los
cuales se construye la mecédnica cudntica; el tercer capitulo presenta algunos conceptos fundamentales de la
mecanica cudntica; finalmente, el cuarto capitulo desarrolla parcialmente la nocién de maquina cuéntica.

Es importante subrayar la naturaleza elemental de este proyecto. La construccién de este informe esta
pensada en un lector (que inicialmente somos nosotros) sin la enciclopedia conceptual (fisica y matemadtica)
necesaria para acercarse a la nocién de la maquina cudntica. A excepcién hecha del primer capitulo, de
algunos comentarios del tercero y de las conclusiones que sugerimos leer a cualquier lector, proponemos al
lector hojear cada uno de los capitulos y comenzar a leer a partir desde donde considere necesario, esto por
supuesto, pensando en las diferentes competencias de nuestros posibles lectores.

Finalmente deseamos agradecer a la Universidad EAFIT el apoyo para la realizacién de este proyecto



de investigacién. Ademéas deseamos agradecer a Jorge Ivan Garcia, Rail Gomez, Fernando Gtzman, Juan
Guillermo Lalinde, Nancy Lépez, Jesus Mira, Daniel Velasquez y otros que en estos momentos se nos escapan,
por la conversaciones sostenidas sobre diferentes aspectos de este proyecto.



Capitulo 1

Contexto y planteamiento del
problema

1.1. Contexto del problema

Hemos decidido comenzar la presentacién de nuestro proyecto de investigacién senalando el contexto en
el cual estd inscrito, convencidos que cualquier problema de investigacién estd de alguna forma ampliado-
delimitado, potenciado-disminuido, definido-indefinido por el contexto filosofico-tedrico-cientifico en el cual
se inserta y que una lectura de éste sin aquel, seria una lectura en el mejor de los casos técnica, pero
definitivamente serfa una lectura muy reducida del problema en cuestion.

Para nuestro problema en particular, nuestro contexto es la posibilidad de ampliar la nociéon de compu-
tabilidad. Presentamos a continuacién algunas reflexiones realizadas entorno a esta problemética (publicadas
en [31)).

A partir de la definicién (informal) de computabilidad ofrecida por Soare: “A computation is a process
whereby we proceed from initially given objects, called inputs, according to a fized set of rules, called a
program, procedure, or algorithm, through a series of steps and arrive at the end of these steps with a final
result, called the output. The algorithm, as a set of rules proceeding from inputs to output, must be precise
and definite, with each successive step clearly determined. The concept of computability concerns those objects
which may be specified in principle by computations, ...” ([38], pag. 286)

Es plausible interpretar la nociéon de computabilidad como una propiedad atribuible o no a cierta clase
de objetos —se hablara entonces, de objetos computables y objetos no computables—. La clase de objetos
que permite la pregunta por la computabilidad o no de sus miembros es muy heterogénea; por citar algunos
ejemplos: es posible hablar de funciones computables o no computables (este es el objeto utilizado por la
teorfa de la computabilidad), de niimeros computables o no computables (este fue el objeto seleccionado por
Turing en el articulo fundacional de las mdquinas de Turing [39]) y en una instancia de mayor cobertura, de
procesos computables o no computables (objeto seleccionado por Penrose y tratado exhaustivamente en [27]
y [28]). Una particularidad muy significativa de la propiedad de computabilidad, es su cardcter binario
excluyente, es decir, un objeto es 0 no es computable, esta caracteristica genera una particiéon del universo
de los objetos.

. Cémo identificar la propiedad de computabilidad o no computabilidad de un objeto? Es necesario contar
con un criterio de demarcacién que construya la frontera continua entre los objetos computables y los que
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Figura 1.1: Particién del universo de los objetos: Objetos computables y objetos no computables.

no lo son, esta frontera es la definicién misma de computabilidad, pero no una definicién informal (como la
ofrecida por Soare), sino una definicién formal que permita distinguir sin equivoco un objeto computable
de un objeto no computable. En la actualidad existen diferentes “versiones” para la definicién formal de
computabilidad —versiones que como es conocido, satisfacen la propiedad de ser coextensivas—; la version
con la cual se va a operar en este articulo es la correspondiente a las méquinas de Turing: un objeto es
computable si es computable por una maquina de Turing, es decir, un objeto es computable si es Turing-
computable.

La propiedad de computabilidad dota a los objetos en principio de una inteligibilidad completa, un
objeto computable es un objeto conocido, es un objeto cuya aprehensiéon es plausible, es un objeto sintética y
analiticamente descriptible, pero el precio que se debe retribuir por este “dominio” del objeto es muy elevado,
un objeto computable es un objeto simple, es un objeto trivial (en el sentido de las méquinas triviales de
von Foerster [41]).

En el mundo formal o en el mundo factual existen objetos que no son computables, por el lado formal
se presentan por ejemplo el problema de la parada de una maquina de Turing [39] y el problema de la
teselacion [28]; por el lado factual, se mencionan procesos tales como la morfogénesis [40] y la cognicién [28].

La clasificacion binaria ejercida por la nocién de computabilidad actiia como un paradigma-filtro que



clasifica los objeto en duplas: dominados y no dominados, simples y complejos, triviales y no triviales. Es
frecuente que la ciencia realice grandes esfuerzos en “pulir” sus objetos para que éstos crucen el filtro y se
conviertan asi, en objetos aprehensibles; esta es la versién del paradigma de la simplicidad [24] observado
desde la perspectiva de la computabilidad.

La definicién formal de computabilidad ha sido puesta en entredicho desde sus primeras formulaciones.
Con alguna frecuencia se han presentado personas que consideran que la definicion de computabilidad no
es completa ni definitiva, personas que han intentado romper el paradigma de la computabilidad por medio
de definiciones mas potentes de la misma. Se presentan apartes de la carta-respuesta enviada por Alonso
Church a Josez Pepis, con relacién a la propuesta (implicita) de Pepis de una definicién més poderosa de
computabilidad. La carta cobra importancia en la medida que es escrita por Church, quien es el creador de
una de las “versiones” formales de computabilidad (A-cdlculo). Por otra parte, la excelente explicacién de
Church de las consecuencias de contar con una definicién més potente de computabilidad permite justificar
el continuar con su busqueda, aunque también ofrece argumentos bastante sélidos de la imposibilidad de
encontrarla; pero de mayor importancia, es la posicién de escepticismo adoptada por Church, muy diferente
a la posiciéon dogmatica adoptada por algunos en la actualidad.

“Dear Mgr. [Monsignore] Pepis: ... In reply to your postal [card] I will say that I am very much inter-
ested in your results on general recursiveness, and hope that I may soon be able to see them in detail. In
regard to your project to construct an example of a numerical function which is effectively calculable but not
general recursive I must confess myself extremely skeptical - although this attitude is of course subject to the
reservation that I may be induced to change my opinion after seeing your work.”

“..Therefore to discover a function which was effectively calculable but no general recursive would imply
discovery of an utterly new principle of logic, not only never before formulated, but never before actually
used in a mathematical proof - since all extant mathematics is formalizable within the system of Principia,
or at least within one of its known extensions. Moreover this new principle of logic must be of so strange,
and presumably complicated, a kind that its metamathematical expression as a rule of inference was not
general recursive (for this reason, if such a proposal of a new principle of logic were ever actually made,
I should be inclined to scrutinize the alleged effective applicability of the principle with considerable care).”
([36], pags. 175-176)*

Este es el contexto en el cual se reflexiona sobre la posibilidad de ampliar la definicién de computabilidad:
Se presenta inicialmente una representacion gréfica (figura 1.2) de las caracteristicas que se considera debe
poseer una nueva definiciéon de computabilidad.

1 Algiin lector podra objetar que la propuesta de Pepis no es ampliar la nocién de computabilidad, sino de refutar la tesis de
Church-Turing. En algunos pérrafos posteriores, se presenta la relacién entre la tesis de Church-Turing y la propuesta de una
nueva definicién de computabilidad.



| Objetos no computables |

| Objetos si-no computables |
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Nuevos objetos computables

Figura 1.2: Ampliacién de la definiciéon de computabilidad.

En la figura 1.2 se observa que de nuevo existen objetos que no son computables (representados por
un cuadrado), objetos computables tradicionales —es decir aquellos que son computables bajo la definicién
actual de computabilidad (representados por un circulo)— y objetos que bajo la definicién actual de compu-
tabilidad no son computables, pero que bajo la ampliacién de la definicién si lo son (representados por una
circulo con rayas). La transformacién de objetos no computables en objetos computables exige a-priori una
jerarquia de la no computabilidad, es decir, deben existir diferentes grados de no computabilidad, de lo
contrario, si todos los objetos no computables comparten el mismo grado de no computabilidad, una vez se
logre transformar uno de ellos en computable, se lograria transformarlos a todos.?

Pero de mayor importancia, la discontinuidad presente en la frontera construida por la nueva definicién
de computabilidad —a diferencia de la continuidad bajo la definicién actual—, representa el compromiso con

2Una vez elaborada esta idea, el autor supo de la existencia de estos grados de no computabilidad a partir de [31], bibliografia
que una vez revisada, permitirdA complementar esta idea.
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la propuesta moriniana: la ratificaciéon de la complejidad. Se admite las limitaciones y mutilaciones causadas
por los métodos simplificadores y, se reconoce la necesidad de contar con nuevos operadores-principios-
definiciones complejos para construir una imagen mas fiel de lo real. Los objetos no computables son objetos
complejos por naturaleza, incluso se puede afirmar que la complejidad inherente a ellos (por lo menos en
muchos casos), es la causa de su no computabilidad. Caracteristicas tales como recursividad organizacio-
nal, emergencia de propiedades, inconsistencia, indeterminismo, etc., hacen parte de sus cualidades y por
extension de los obstaculos epistemolégicos que emergen en el intento de aprehenderlos. La propuesta de la
complejidad, quiebra los principios de la logica clasica para permitir que se incorporen nuevas posibilidades
de verdad. En el contexto de la nueva computabilidad se acepta y se espera la nueva categoria de objetos
si-no computables (representados por cuadrado con rayas). Por supuesto, esto es inadmisible bajo la mirada
consistente y binaria de la légica-ciencia actual, pero esta es precisamente la propuesta de Edgar Morin, en
sus palabras:

“No se trata de retomar la ambicion del pensamiento real simple de controlar y dominar lo real. Se
trata de ejercitarse en un pensamiento capaz de tratar, de dialogar, de negociar, con lo real.” (las negrillas
son nuestras) ([24], pag. 22).

Un magnifico ejemplo del fuerte tejido que existe entre la complejidad, la computabilidad y la ampliacién
de la computabilidad, lo ofrecen algunos trabajos realizados para construir modelos de los sistemas vivos [30,

]. Kampis por una parte, a partir del hecho de que la evolucién es uno de las principales caracteristicas
de los sistemas vivos y que ésta produce innovaciones en el sistema, las cuales aumentan la complejidad
del mismo; y por otra parte, a partir de las limitaciones de los modelos computables actuales en donde es
necesario conocer el futuro antes de que este pueda ser computado, es decir, una computacién debe saber
de antemano que va a computar; concluye acerca de la imposibilidad de utilizar la metafora de la maquina
computable para describir dichos sistemas. Ademads, dado que los sistemas vivos presentan la propiedad de
auto-modificar su comportamiento (propiedad que escapa a ser modelada por reglas a-priori) es necesario
contar con nuevos modelos de computabilidad, que sean capaces de modificar su comportamiento en
tiempo de ejecucion.

Por otra parte, con base en los comentarios realizados por Soare, en relacién con la aceptacion de la tesis
de Church-Turing:

“This may be viewed as roughly analogous to Fuclidean geometry or Newtonian physics capturing a large
part of everyday geometry or physics, but not necessarily all conceivable parts. Here, Turing has captured
the notion of a function computable by a mechanical procedure, and as yet there is no evidence for any
kind of computability which is not included under this concept. If it existed, such evidence would not
affect Turing’s Thesis about mechanical computability any more than hyperbolic geometry or
Finsteinian physics refutes the laws of Fuclidean geometry or Newtonian physics. Each simple
describes a different part of the universe.

... Some have cast doubt on Turing’s Thesis on the grounds that there might be physical or biological
processes which may processes, say, the characteristic function of the halting problem. It is possible that
these may exist (although there is presently no evidence) but if so, this will have absolutely
no effect on Turing’s Thesis because they will not be algorithmic or mechanical procedures as
required in ... and in Turing’s Thesis.” ([38], pags. 294-295; las negrillas son nuestras)

Se evita incursionar en la relacion entre la amplitud de la computabilidad y la tesis de Church-Turing.
Esto no quiere decir que se ignore el campo problemético planteado por ella. Una vez ampliada la definicién
de computabilidad, seria necesario regresar a la tesis de Church-Turing y reflexionarla con respecto a la
nueva definicién, quizds para construir una tesis ampliada (como lo es la relacién entre la fisica de Newton
y la fisica de Einsten), quizds para construir una tesis alternativa (como lo es la relacién entre la geometria
euclidiana y la geometria hiperbdlica).
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Hecha la apuesta por la posibilidad de ampliacién de la definicién de computabilidad y por extensién
directa, el fortalecimiento de los aparatos de captura de lo real, surgen las siguientes preguntas: ;Cuadl es la
posibilidad de repetir este proceso?, {Se puede repetir ad-infinitum o tiene limite?, ;Cudles son los alcances
de estas miultiples ampliaciones? En términos generales la pregunta es por los limites de la ciencia, con la
complejidad a bordo por supuesto y con la nocién de objeto computable —bajo nuevas y mas potentes
definiciones de computabilidad— como uno de sus elementos de base. Se defiende la infinitud del proceso,
es decir existe optimismo en la capacidad humana para aumentar sus aparatos de cognicién, pero aunque el
proceso es infinito tiende a una asintota insuperable, es decir se acepta la incompletitud final del proceso.
Este es un juego contra lo real, en el cual no es posible triunfar. Este es el sentido tragico de esta aventura
llamada ciencia, pero él mismo constituye su esencia.

1.2. Descripcion de la investigacion

Desde un punto de vista estrictamente matemaético, el edificio conceptual utilizado por la mecanica
cuantica es la aplicacién a un caso en particular, de ciertos constructos mateméticos generales, bajo ciertas
condiciones y restricciones. Esta investigacién va a desarrollar simultaneamente ambas direcciones, por un
lado, se van a presentar —via definiciones— los conceptos y teoremas utilizados con el grado de generalidad
usual en matematicas, y por otro lado, se van a presentar las aplicaciones —via construcciones— de dichos
conceptos y teoremas en el contexto de la mecanica cudntica.

En términos generales la investigacién propuesta va a discurrir sobre dos conceptos: El primero de ellos
es el concepto de estado de un sistema cudntico, el cual se asocia con los vectores de un espacio de Hilbert
denominado como L?[—o0, +00] (técnicamente, los vectores pertenecen a un subespacio de L?[—o0, +0c0]); el
segundo de ellos es el concepto de observable de un sistema cudntico, el cual se asocia con operadores lineales
hermiticos en dicho subespacio.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Apropiar el lenguaje matematico subyacente a la nocién de maquina cuantica.

1.3.2. Objetivos especificos
1. Apropiar el concepto de espacio de Hilbert y sus propiedades.

2. Presentar las caracteristicas y los elementos del espacio de Hilbert usado por la mecanica cuédntica.
3. Apropiar los conceptos de operador y funcional, y sus propiedades.

4. Presentar las caracteristicas de los operadores y funcionales usados por la mecénica cudntica.

12



Capitulo 2

Algunos preliminares matematicos

Esperamos que el nombre de este capitulo “Algunos preliminares matematicos” deje inmediatamente
claro al lector el caracter parcial e incompleto de su contenido. Este capitulo presenta algunos conceptos
matematicos sobre los cuales opera la mecanica cuantica. Este capitulo implicitamente supone la relaciéon
matematicas-fisica, en un sélo sentido; primero el concepto matematico y luego el concepto fisico (aunque,
reconocemos por supuesto la existencia de la relacién en el otro sentido). Este sentido implicito ha evitado
que realicemos referencia en este capitulo a los conceptos fisicos, por el contrario, el préximo capitulo, hard
referencia a los conceptos de este capitulo. Los conceptos en matemaéticas usualmente presuponen otros
conceptos y éstos a su vez otros y asi, sucesivamente. Esto conduce a que la eleccién de los conceptos a-
priori para comprender un nuevo concepto este sujeta a las preferencias de cada autor, esta situacion no ha
sido diferente en nuestro caso.

2.1. Algunos elementos de la légica

Presentamos la definicién de un lenguaje de la légica de predicados de primer orden, para este lenguaje
construimos la nocién de modelo. Con base en estos dos conceptos presentaremos las definiciones de campo
y espacio vectorial.

Definicién 2.1. Un lenguaje de la légica de predicados de primer orden estd definido por [21]:
L={{Pp,ieI},{F;,jcJ},{Ck k€ K}} donde,

{P;,i € I}: Conjunto de simbolos de predicado
{F},j € J}: Conjunto de simbolos de funciones
{Ck, k € K}: Conjunto de simbolos de constantes

Definicién 2.2. Sea L un lenguaje de la légica de primer orden, un modelo para L estd definido por [21]:
U = (A7) donde,

A: Conjunto no vacio, llamado dominio del modelo
T: Es una funcién biyectiva de interpretacion tal que:

13



-1 Cada stmbolo P, de predicado de aridez n, es interpretado por una relacion n-ddica R, es decir:
WP')=R<—= RCA" (2.1)
-2 Cada simbolo F, de funcion de aridez m, es interpretado por una funcion m-ddica, es decir:
WE") = f Yy A" A (2.2)
-3 Cada simbolo de constante Cy es interpretado por un elemento fijo de A, es decir:

ACr) =t y te A, t fijo (2.3)

2.2. Algunos elementos del campo de los niimeros complejos

Definicién 2.3. Sea L = {F?, F2,0,1} un lenguaje de la légica de primer orden compuesto por dos simbolos
de funcion de aridez dos FE y F§ y dos simbolos de constantes 0 y 1. Un campo® es un modelo de L
denotado por

C=(X,+,-,0,1), donde

X : Es un conjunto no vacio.

+: Es una funcion + : X x X = X llamada adicion.

-2 Es una funcion - : X x X = X llamada multiplicacion.

0: Es llamado el elemento neutro de C bajo la adicion. 0 € X.

1: Es llamado el elemento identidad de C bajo la multiplicacion. 1 € X.

El modelo C debe satisfacer los siguientes axiomas:
Aziomas para la operacion adicion:

Vavy € X(z+y e X) (clausurativa +) (C-1)

VaVy € X(z+y=y+x) (conmutativa +) (C-2)

VaVyVz € X(x + (y+2) = (v +y) +2) (asociativa +) (C-3)

Vee X(x+0=0+x=2a) (elemento neutro para +) (C-4)

Va,3(—x) € X(x 4+ (—x) =0) (existencia elementos inversos bajo +) (C-5)
Aziomas para la operacion multiplicacion:?

VaVy € X(z-y € X) (clausurativa ) (C-6)

VaVy € X(z-y=y-x) (conmutativa -) (C-7)

VaVyVz € X(x-(y-2) =(x-y)-2) (asociativa -) (C-8)

Vee X(z-1=1-x=2x) (elemento neutro para -) (C-9)

Vee X —{0},32' € X(x-2' =1) (exmistencia elem. inversos para -) (C-10)

1La estructura o modelo de campo, usualmente se introduce a partir de clases especiales de estructuras méas simples llamadas
grupos y anillos. Remitimos el lector a alguna bibliografia de 4dlgebra moderna si esta interesado en la presentacién de los campos
a partir de dichas estructuras, sugerimos mirar el texto [11].

20bserve el lector que la existecia de elementos inversos bajo la operacién de multiplicacién (axioma C-10), excluye al
elemento 0X de satisfacer esta propiedad.
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Axiomas operaciones adicion y multiplicacion

VaVyVz € X(x- (y+2)=x-y+x-2) (distributiva derecha) (C-11)
VaVyVz € X((y+2) e =y -z +z-x) (distributive izquierda) (C-12)

Uno de los elementos sobre el cual opera la mecénica cudntica es el campo de los niimeros complejos.
Presentamos a continuacion algunas definiciones de dicho campo.

Definicién 2.4. Un ndmero complejo z es un par ordenado de nimeros reales (a,b) y cada para ordenado
de nimeros reales (a,b) es un nidmero complejo ([19], pdg. 225).

De acuerdo a lo anterior, un nimero z es un elemento de R?. El conjunto R? es llamado el conjunto
de los nimeros complejos y es designado usualmente por C. Es decir, C = R* = {z = (a,b) | a,b € R}.

Definicién 2.5. Sean z; = (a,b) y 22 = (¢,d) ndmeros complejos. La suma z + 22 se define por:
21+ 29 = (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) (2.4)
Definicién 2.6. Sean z; = (a,b) y z2 = (¢, d) ndmeros complejos. La mutiplicacion z1zy se define por:
2129 = (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + be) (2.5)

Teorema 2.1. El conjunto de los numeros complejos, la operacion de suma de numeros complejos, la
operacion de multiplicacion de numeros complejos, el elemento nuetro para la suma de numeros complejos
definido por (0,0) y el elemento identidad para la multiplicacion de nimeros complejos definido por (1,0)
forman un campo. Es decir el modelo C = (C,+,-,(0,0),(1,0)) es es un campo.

Una vez establecido el campo de los niimeros complejos, presentamos la definicién de la unidad imagina-
ria 7, ademés presentamos los conceptos de conjugado y médulo de un ntimero complejo.

Definicién 2.7. Los nimeros complejos son asociados con la unidad imaginaria i. Se presenta la definicion
del numero i, y se representa cada nidmero complejo de la forma z = (a,b) en terminos de la unidad
imaginaria.

Se representa el nimero complejo (0,1) por i. Entonces:

i? = (0,1)(0,1) = (~1,0) = —1. (2.6)

De aqui, se observa que en el conjunto de los nimeros complejos, la raiz cuadrada de —1 es i, es decir,
i =+/—1, el nimero i es llamado la unidad imaginaria.

Cada nidmero complejo de la forma z = (a,b) puede ser escrito como a + b, llamada la forma rectan-
gular del nimero complejo (a,b) ([19], pdg. 236). La representacion de un nimero complejo en la forma
z = a+1b es la universalmente preferida ([20], pdg. 4) y serd la adoptada en este informe.

Las operaciones de suma y multiplicacion de numeros complejos, pueden ser reescritas en términos de la
forma rectangular de los mismos. Sean z1 = a + b y zo = c+ id numeros complejos, entonces:

21+ 22 =(a+1ib)+ (c+id) = (a+c) +i(b+d) (2.7)

z122 = (a +ib)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + be) (2.8)
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Definicién 2.8. Sea z = a + ib un numero complejo. La parte real de z designada Re(z) es el nimero
real a y la parte imaginaria de z designada Im(z) es el nimero real b ([20], pdg. 4).

Definicién 2.9. Sea z = a + ib un niumero complejo. El inverso aditivo de z designado por —z es el
nidmero complejo —z = —(a +ib) = —a + i(=b) ([19], pdg. 2537).

Definicién 2.10. Sean z1 = a +ib y 20 = ¢+ id) ndmeros complejos. La resta zy — zo se define por ([19)],
pdg. 238):

21—z =21+ (—22)

(a+ib) + [—(c+id)]

= (a+ib) + (—c+i(—d))
=(a—c)+i(b—4d) (por 2.7)

(2.9)

Definicién 2.11. Sea z = a+1ib un nimero complejo. El conjugado de z designado Z es el nimero complejo

definido por ([20], pdg. 5):
Z=a—ib (2.10)

Teorema 2.2. El conjugado de un nimero complejo satisface las siguientes propiedades ([26], pdg. 5).
Sean z = a + b, z1 = a +ib, zo0 = ¢+ id niumeros complejos, entonces:

Z z (2 1)
(z1 +29)=Z1+%2 (2.12)
Re(z) = & 22) (2.13)
TZ =712 (2.14)

Definicion 2.12. Sea z = a + ib un nimero complejo. El médulo de z designado |z| se define por ([20],
pg. 6; [10], pag. 11):

12| = VZz
(a — ib)(a + ib) (2.15)

:1/0,2_’_[)2

Teorema 2.3. El mddulo de un nidmero complejo satisface las siguientes propiedades ([20], pdg. 6; [10],

pag. 11):
Sean z = a +ib, z1 = a + b, zo = ¢ + id ndmeros complejos, entonces:

12> =22=0a>+b> (|2* es llamado el cuadrado del médulo) (2.16)
|Re(z)] < |z (2.17)
2| = [7] (2.18)

|z122] = |21 22| (2.19)

|21 4+ 22| < |z1| + |22| (desigualdad triangular) (2.20)
|21 — 22 = (a — ¢)* + (b — d)? (2.21)
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Demostracion. Vamos a demostrar la propiedad descrita por la ecuacién (2.20) debido a que ilustra de
manera muy eficaz el uso de las propiedades del conjugado y del médulo de un niimero complejo.

La propiedad a demostrar es que |21 + 22| < |21|+ |22|. Vamos a realizar la demostracién para |z; + 22| <
(|z1] + |22])? y tomando rafz cuadrada a ambos lados, se obtendra la demostracién pedida.

|21 4 22]? = (21 + 22) (21 + 22) (por 2.16)
= (214 22)(7Z1 + 22) (por 2.12)
=27 + 2% + 27 + 22 +2
=02+ %+ 12e + 202+ 2 (por 2.11)
=|zuP+ 2%+ 212 + |2)? (por 2.16)
= |21)* + 2Re(21%2) + | 2|? (por 2.13)
< |21 ? + 2|Re(2122)| + |22/
<) + 2|21 7] + |20 (por 2.17)
= |z1]* + 2|21 [z2] + |22 (por 2.19)
= |21 + 2|z |22] + |22 (por 2.18)
= (21 + z2|)?

O

Uno de los principales “usos” que hace la mecénica cudntica del campo complejo, esta relacionado con
las funciones de valor complejo de variable real. Presentamos entonces, dichas funciones y algunas de sus
)
propiedades.

Definicién 2.13. Una funcién de valor complejo ¢(c) de una variable compleja, es una funcion
: A— C, donde A C C.

La funcidén ¢ (c) puede ser expresada de la forma ¥(c) = u(c) + iv(c), donde u(c) = Re(¢(c)), v(c) =
Im(¢(c)) e i es la unidad imaginaria. Las funciones u(c) y v(c) son funciones definidas por u: A — R y
v: A — R, es decir, son funciones de valor real de una variable compleja.

Para efectos de "eliminar” la variable compleja de las funciones u(c),v(c), se identifica el nimero com-
plejo ¢ por ¢ = a+ib y se obtiene u(c) = u(a,b) y v(c) = v(a,b), entonces u(a,b) y v(a,b) son funciones de
valor real de dos variables reales ([20], pdg. 19).

Definicién 2.14. Siy(x) es una funcion de valor complejo de una variable compleja (W: A — C) y A =R,
entonces Y(x) es llamada funcién de valor complejo de una variable real (Y : R — C). La funcidén
Y(x) puede entonces expresarse por:
Y(z) = u(x) +iv(x) (2.22)

donde u(z),v(z) son funciones de valor real de una variable real, e i es la unidad imaginaria.®

Las funciones de valor complejo de una variable real, "heredan” las operaciones definidas sobre los ni-
meros complejos. Entonces, sean ¥(x) = u(x) + iv(z), Y1(x) = ui(x) + ivi(z) y Pa2(x) = uz(x) + iva(z)
funciones de valor complejo de una variable real:

3El lector puede observar que en el caso de una funcién de valor complejo de una variable real ¥ (z), las funciones u(z) y
v(z) son funciones de valor real de una variable compleja; no son funciones de valor real de dos variables reales, como hubiera
sido el caso si ¥ (z) fuera una funcién de valor complejo de una variable compleja.
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La suma 1 (x) + 12(x) estd definida por:

P1(x) + a(x) = (ua(2) + uz(2)) +i(vi(z) + va(2)) (2.23)

La compleja conjugada de 1p(x) estd definida por:

Y (x) = u(x) —iv(x) (2.24)
El cuadrado del mdédulo de i(x) estd definido por:
(@) * = ¢ (x)e(z) = u?(z) + v*(x) (2.25)

La operacion |11 (x) — o(z)|? estd definida por:

1 (x) — (@) = (Y1(x) — o (2))* (Y1 (x) — a(x))

2.26
= (u(2) —uz(2))* + (vi (@) — va(x)) (2:20)

La operacion |11 (x) + 2(2)|? estd definida por:
[1(2) + Ya(2)|” = (Y1(2) + ¢a(2))" (1 (2) + a(2)) (2.27)

= (u1(x) + u2(2))® + (v1(2) + v2(2))?

Definicién 2.15. Sea ¢(z) = u(x) +iv(x) una funcion de valor complejo de una variable real, la derivada
de Y(z) con respecto a x se define por ([1], pdg. 251):

izﬁ(x) = %u(w) + i%v(w) (2.28)

Definicion 2.16. Sea ¢(z) = u(x) + iv(z) una funcion de valor complejo de una variable real, la integral
de Y (z) con respecto a x se define por ([1], pdg. 251):

Lb¢(x) dz:/abu(a:) das+i/abv(z) do (2.29)

2.3. Algunos elementos del analisis funcional

Otro elemento importante sobre el cual opera la mecanica cuantica es llamado espacio de Hilbert. Un
espacio de Hilbert es un concepto que pertenece a un érea de las mateméticas llamada Analisis Funcional.
Uno de los objetivos de esta seccién serd el de construir los elementos necesarios para llegar a la definicién
de espacio de Hilbert.

2.3.1. Espacios métricos

Dentro de una amplia taxonomia establecida por el 4nalisis funcional para las conjuntos (espacios), hemos
seleccionado comenzar por la nocién de espacio métrico, nuestra construccién del espacio de Hilbert.

Definicién 2.17. Un espacio X es un conjunto de elementos. Los elementos de X son llamados los puntos
de X.
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Definicién 2.18. Una métrica o funcion de distancia d sobre un espacio X, es una funcion d: X x X —
R que satisface los siguientes axiomas, para todo x,y,z € X:

0<d(z,y) < o0 (M-1)
dz,y) =0 ax=y (M-2)
d(z,y) = d(y,z) (M-3)
d(z,y (M-4)

)
vy) <d(z,z) +d(z,y) (desigualdad triangular)
El azioma M-1 nos dice que d(x,y) es una funcién real, no negativa y finita.

Definiciéon 2.19. Un espacio métrico es una dupla (X,d) donde X es un espacio y d es una métrica
sobre X.

La nocién de espacio métrico puede ser introduccida a partir de modelos. Sea I = {F?} un lenguaje de la
légica de primer orden con un simbolo de funcién de aridez dos F%. Un espacio métrico es un modelo de L
denotado por X = (X,d) donde X debe satisfacer los axiomas M-1, M-2, M-8 y M-/.

Antes de presentar nuestro primer ejemplo de un espacio métrico, es necesario presentar la definicién de
valor absoluto e indicar algunas propiedades del mismo.

Definicién 2.20. Sea x € R. El valor absoluto de = es un nimero real no negativo que se designa por |z| y

estd definido por ([2], pdg. 51):

S o

De la defincion del valor absoluto de x, se observa que:
e <z <l (2.31)

Teorema 2.4. Sean x,a € R tal que a > 0, entonces:
|z <a+ —a<z<a (2.32)

Teorema 2.5. Sean z,y € R, entonces: ([2], pdg. 51)
|z +y| < |z|+ |y (desigualdad triangular) (2.33)

Demostracion. De la defincién de valor absoluto se tiene que —|z| < z < |z| y que —|y| < y < |y|, sumando
estas desigualdades, se obtiene:

—lz| = |yl <z +y < |z + |yl
—(|z| + |yl <z +y < |z|+ |yl
|z +y| <|z|+ ]y  (por 2.32)

O

Ejemplo 2.1. La dupla (R,d) donde R es el conjunto de los nimeros reales y d estd definida por d(z,y) =
|z — yl|; es un espacio métrico. Es necesario demostrar que la funcién d satisface la definicion de métrica,
es decir, es mecesario demostrar que d satisface los axiomas M-1, M-2, M-3 y M-4. Solé presentaremos la
demostracion del axioma M-/.
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Lema 2.1. (R,d) = d(z,y) < d(z,2) + d(z,y), para todo z,y,z € R.*
Demostracion. Es necesario demostrar que:
[z —yl <z —z[+]z -y

Seaa=x— 2y b= z—y. Por el teorema 2.5, se tiene que:

la+b] < |a] + [b]
luego

[(z—2)+ -yl <|z—z[+]z -y
[z —y| <[z —z[+]z -yl
O

Ejemplo 2.2. La dupla (C,d) donde C es el conjunto de los nimeros complejos y d estd definida por
d(z1,22) = |21 — 2z2|; es un espacio métrico. De nuevo, es necesario demostrar que la funcién d satisface la
definicion de métrica, es decir, es necesario demostrar que d satisface los axiomas M-1, M-2, M-3 y M-/.
Solo presentaremos la demostracion del axioma M-4.

Demostracion.
Lema 2.2. (C,d) |= d(z1, 22) < d(z1, z3) + d(z3, 22), para todo z1, 29, z3 € C.
Demostracion. Es necesario demostrar que:
|21 — 22| < |21 — 23| + |23 — 29|
Sean a = z1 — 23 y b = z3 — 29. Por el teorema 2.3 (propiedad 2.20), se tiene que:
|a+ 0] < |a] + [b]

luego

(21 — 23) + (23 — 22)| < |21 — 23] + |23 — 22|
|Zl — ZQ| S |Zl — 23| + |23 —22|

O

O

Antes de presentar nuestro siguiente ejemplo de espacio métrico necesitamos la nocién de continuidad de
una funcién de valor complejo de una variable real, dicha nocién sera construida desde la perspectiva de los
espacios métricos.

4El simbolo U |= « es usado en la teoria de modelos, significando que el modelo U satisface la propiedad a.
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Definicién 2.21. Sean (X,d) un espacio métrico, xo € X y e > 0.
Una bola abierta denotada por B(xg,¢€) es el conjunto formado por ([10], pag. 18):

B(zg,e) ={z € X | d(x,x0) < €} (2.34)
Una bola abierta perforada denotada por B'(xg,€) es el conjunto formado por ([20], pdg. 34):
B'(zg,e) ={z € X |0 < d(z,10) < €} = B(x,20) — {mo} (2.35)
Ademds, xo y € son llamados el centro y el radio de la bola respectivamente.

Definicién 2.22. Sean (X,d) un espacio métrico, xo € X y e > 0. Una bola abierta B(xg,€) de centro xg
y radio € es llamada un entorno de xg, denotado por N(xg,¢€). Si el radio no importa, el entorno de xo es
denotado por N(xg). Si la bola abierta es perforada el entorno de xg es llamado un entorno perforado
de zo y es denotado por N'(xo) ([1], pdg. 47).

Ejemplo 2.3. Sea o € R. Un entorno de x¢ de radio € > 0 es un intervalo abierto de centro xqy definido
por:
N(xo,€) = (xg — €, 29 + €)

Un entorno perforado de xqy de radio € > 0 es un conjunto formado por:
N/({E(), 6) = (1‘0 — 6,1‘0) @] (1’071‘0 + 6)

Ejemplo 2.4. Sea ¢y € C. Un entorno de cy de radio € > 0 es un disco abierto de centro cy y radio €
definido por:
N(cog,e) ={ceC||c—co| <€}

Un entorno perforado de cy de radio € > 0 es un disco abierto perforado de centro co y radio € definido
por:
N'(co,e) ={c€C|0< |c—co| <€}

Definicién 2.23. Sea M un subconjunto de un espacio métrico X. Un punto x¢ de X es llamado un punto
de acumulacion de M si cada entorno de xo contiene al menos un punto y € M diferente de xo ([10],
pdg. 21).

Los conceptos de entorno de un punto y punto de acumulacién de un conjunto, permiten construir
definiciones mas generales para los conceptos de limite de una funcién y continuidad de una funcién. Aunque
es posible definir estos conceptos para funciones definidas entre espacios métricos, se haran las construcciones
para dos clases de funciones: funciones de valor real de una variable real y funciones de valor complejo de
una variable real. La razon de esto, es que se desea ilustrar la “conversion” de la definicién usual de limite
de una funcién de valor real de una variable real en términos de entornos y puntos de acumulacién, ademas
utilizar dicha definicién para la definicén del limite de una funcién de valor complejo de una variable real.

Definicién 2.24. La conversion de la definicion del limite de una funcion de valor real de una variable real
estd construida o partir de ([1], pdgs. 61-63).

Sea f(z) una funcion de valor real de una variable real (f : A — B, A C R,B C R). La definicién
“tradicional” del limite de f(x) cuando x tiende a xo estd dada por:
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limg_z, f(x) = L significa que para cada € > 0, existe un § > 0 tal que si 0 < |z — xg| < & entonces
[f(z) = L| <e.

La definicion anterior puede ser escrita en términos de entornos y de puntpos de acumulacion de la
stquiente manera:

La desigualdad 0 < |x — xo| < 0 significa:

(0 <z —z0l) A (Jz — 2ol <)
((x—x0>0) V (z—1z0<0)) A (=0 <z —x09<9)
((x>x0) V (x<uzp)) A (xo—d <z <mp +0)

entonces

z €  ((xg,+00)U(—00,20)) N (xg— 0,20+ 9)
re  (zo—0,70) U (z0,20+9)

Es decir, x € N'(xg) (x pertenece a un entorno perforado de xg).
La desigualdad | f(x) — L| < € significa:

—e< f(x)-L<e
L—e< f(x)<L+e

entonces

fl®ye (L—¢e+00) N (—oo,L+e)
f(x)E (L_€7L+€)

Es decir, f(z) € N(L) (f(x) pertenece a un entorno de L).

Entonces, en forma general el principio invocado en la definicion del limite significa que para cada entorno
N(L) existe otro entorno N(x) tal que si v € N(zg) entonces f(z) € N(L). Esto permite construir una
definicion formal del limite de una funcion de valor real de una variable real.

Sea f(x) una funcién de valor real de una variable real, con dominio A y rango B (f : A — B, A C
R,B CR). Sizg es un punto de acumulacion de A y L € R, el simbolismo limy_,., f(x) = L, significa que
para entorno N (L) € B, existe un entorno N(xg) € A tal que, si x € N'(xg) N A implica que f(xz) € N(L).

La definicion exige que © € N'(xg) N A en lugar de que x € N'(xg) para asegurar que x estd en el
dominio de f, ademds, se requiere que xo sea un punto de acumulacion de B para asequrar que la interseccion
N'(z9) N A no sea un conjunto vacio.

Definiciéon 2.25. Si f(xz) estd definida en xg y limg_n, f(x) = f(xo), se dice que la funcion f(x) es
continua en el punto xy. Si f(x) es continua en cada punto de A, entonces se dice que f(x) es continua
en el conjunto A.

Definicién 2.26. A partir de la definicion del limite de una funcion de valor real de una variable real,
utilizando los conceptos de entorno y puntos de acumulacion, es posible construir la definicion del limite de
una funcion de valor complejo de una variable real.

Sea ¥(x) una funcion de valor complejo de una variable real, con dominio A y rango B (f : A— B, A C
R,B C C). Si zg es un punto de acumulacion de A y L € C, el simbolismo limg_,.,1(x) = L, significa que
para entorno N (L) € B, existe un entorno N(xg) € A tal que, si x € N'(xg) N A implica que f(xz) € N(L).
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Definicidon 2.27. Si ¢(x) estd definida en xo y limgy_g,0(z) = Y(x0), se dice que la funcidn ¢(z) es
continua en el punto xg. SiY(x) es continua en cada punto de A, entonces se dice que ¥ (x) es continua
en el conjunto A.

Ejemplo 2.5. Como mencionamos anteriormente, el concepto de continuidad de una funcion de wvalor
complejo de una variable real era necesario para presentar nuestro siguiente ejemplo de espacio métrico.
Este espacio es la base a partir de la cual se va a construir el espacio de Hilbert sobre el cual opera la
mecanica cudntica, y en particular el espacio sobre el cual opera la mdquina cudntica.

Espacio: El conjunto de funciones de valor complejo de una variable real, continuas sobre el intervalo
(=00, +00). Este conjunto lo vamos a representar por C(R,C).

Métrica: Sean 1 (x),v2(x) € C(R,C), entonces se define la métrica d por:

dr (o). vala)) = ( | :O 91 () — () dx) (2.36)

Entonces, es posible demostrar que la dupla (C(R,C),d) es un espacio métrico.

Un concepto importante para construir la nocién de espacio de Hilbert es el relacionado con la “comple-
titud” del espacio en cuestién. Presentamos a continuacién algunos elementos para hablar de la completitud
en relacién a los espacios métricos.

Definiciéon 2.28. Sea (X,d) un espacio métrico. Una sucesion infinita {x,} de X, es un conjunto de
puntos x1,Ts,... de X.°

Definicién 2.29. Una sucesion {x,} de un espacio métrico (X,d) se dice convergente si existe un x € X
tal que limp_ood(zy,x) = 0; x es llamado el limite de {x,}, es decir lim,_ooTpn = .

Definicién 2.30. Una sucesion {x,} de un espacio métrico (X, d) se dice que es una sucesion de Cauchy
st para cada € > 0 existe un N = N(e) tal que d(z,,z,) < € para todo m,n > N.

Definicién 2.31. Sea (X, d) un espacio métrico. (X, d) es un espacio métrico completo si cada sucesion
de Cauchy en (X,d) es convergente, es decir, cada sucesion de Cauchy tiene limite y éste es un elemento
de X. Un espacio métrico (X,d) no completo, se denomina, espacio métrico incompleto.

Presentamos a continuacién un teorema y algunos elementos relacionados con él para realizar la comple-
tacién de un espacio métrico incompleto.

Definicién 2.32. Sean (X,d), (X, d) espacios métricos. Una funcion T: X — X se dice que es isométrica o
que es una isometria si T preserva las distancias, es decir, si para todo x1,x9 € X, d(Tx1,Txs) = d(z1, x2),
donde Txy y Txzo son las imagenes de x1 y xo respectivamente.

Definicién 2.33. Sean (X, d), (X, d) espacios métricos. (X, d), (X,d) son llamado espacios isométricos
si esiste una funcion isométrica T: X — X tal que T sea biyectiva.

Teorema 2.6. Para cada espacio métrico (X, d) eriste un espacio métrico completo (2( dy el cual tiene
un subespacio (W,d) que es isométrico con (X,d) y es denso en (X,d). Este espacio X es tnico excepto
para isometrias, es decir, si X es cualquier espacio métrico completo con un subespacio denso W isométrico

con X, entonces X y X son isométricos.

Intiutivamente podemos pensar que el teorema de completaciéon para un espacio métrico incompleto X,
produce un nuevo espacio métrico completo X’ en cual se han adicionado los limites de las sucesiones de
Cauchy que no pertenecian a X.

5El término sucesién hard referencia a una sucesién infinita.
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2.3.2. Espacios vectoriales

Continuado con la taxonomia presentada por el dnalisis funcional para los espacios, presentamos el con-
cepto de espacio vectorial y algunos elementos relacionados con él. Los espacios de las préximas secciones
(espacios normados, espacios de Banach, espacios con producto interior y espacios de Hilbert) estdn cons-
truidos sobre el concepto algebraico de espacio vectorial.

Definicién 2.34. Un espacio vectorial o espacio lineal sobre un campo K es una estructura algebraica,
definida por
EL=(X,K,+,-,0,1) donde,

X : Es un conjunto no vacio de elementos llamados vectores

K: Es un campo llamado el campo escalar y sus elementos son llamados escalares

+: Es una funcion + : X x X — X llamada adicion vectorial

-+ Es una funcion - : K x X — X llamada multiplicacion de vectores por escalares®
0: Es llamado el elemento neutro de X

1: Es llamado el elemento unidad de K

EL debe satisfacer los siquientes axiomas:
Axiomas de la adicion vectorial:

VeVy € X(x+y € X) (clausurativa +) (EV-1)

VaVye X(z+y=y+x) (conmutativa +) (EV-2)

VaVyVz € X(z+ (y+2) = (z+y)+2) (asociativa +) (EV-3)

Vee X(x+0=0+x=2a) (elemento neutro para +) (EV-4)

Ve X —{0},3y € X(x +y=0) (existencia elementos inversos bajo +) (EV-5)
Axiomas de la multiplicacion de vectores por escalares:

Va € K,Vx € X(ax € V) (clausurativa -) (EV-6)

Vavp € K,VaVy € X(a(z +y) = ax + ay)  (distrib. mult. vectorial) (EV-7)

VaVvp € K\Vx € X((a+ B)x = ax + Bx) (distrib. adicién escalar) (EV-8)

Vavp € K,Vz € X(a(fz) = (af)x) (asociativa - escalar) (EV-9)

Ve e X(1lz =z) (neutro -) (EV-10)

Algunos autores ([12], pdg. 320, [16], pdg. 50) definen que X es el espacio vectorial sobre el campo K.
Cuando se utilice esta forma de referencia, es decir cuando se hable del espacio vectorial X, debe entenderse
que se hace referencia implicita a la estructura algrebraica EL = (X, K, +,-,0,1).

Definicién 2.35. Sea £L£ = (X, K,+,-,0,1) un espacio vectorial. Si K = R, entonces EL se denomina
espacio vectorial real. Si K = C, entonces EL se denomina espacio vectorial complejo.

Ejemplo 2.6. Presentamos y a continuacion demostramos un ejemplo de un espacio vectorial. La estructura
seleccionada como ejemplo de espacio vectorial estd definida por

&L= <C(R’C)7(Cv +a '71/10(1")7 1> dondea

6Sea x € X y o € K entonces, la operacién « - x la representaremos por o.
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C(R,C): Es el conjunto compuesto por las funciones de valor complejo de una variable real continuas sobre
el intervalo (—o0, +00). Estas funciones son los vectores de EL y tienen la forma:

P(z) = u(x) +iv(x), (2.37)
donde u(x) y v(x) son funciones reales de la variable real x e i representa la unidad imaginaria.
C: FEs el conjunto de los numeros complejos. Estos son los escalares de EL.
+: Es la adicion vectorial en EL definida por:
Sean P1(x) = ui(x) + iv1 () y Y2(x) = ua(x) + dva(x), entonces,
U1 (@) + Pa(z) = (ua(2) +ua(x)) +ivi(2) + v2(2)) (2.38)

-2 Es la multiplicacion por un escalar en EL definida por:
Sean (x) € C y c € C donde Y(z) = u(x) +iv(z) y ¢ = a + ib, entonces,

e(x) = (au(z) — bu(z)) + i(av(x) + bu(z)) (2.39)

Yo(x): Es el elemento neutro de C(R,C) definido por: fo(x) = 0.

1: Es el elemento unidad de C.
Antes de presentar el siguiente teorema, presentamos dos teoremas que nos serviran para su demostracién.

Teorema 2.7. Si f(z),g(x) son funciones de valor real de una variable real continuas en un intervalo
abierto (a,b), la suma f(z) 4+ g(x) es continua en el intervalo (a,b) ([1], pdg. 68).

Teorema 2.8. Sea ¢(z) = u(x) + iv(x) una funcién de valor complejo de una variable real continua en un
intervalo abierto (a,b) entonces, las funciones de valor real de una variable real u(z),v(x) son continuas en
el intervalo abierto (a,b).

Teorema 2.9. £L£ = (C(R,C),C,+,-,¢o(x),1) es un espacio vectorial, es decir, EL satisface los axiomas
con respecto a la adicién vectorial (aziomas EV-1, EV-2, EV-3, EV-/ y EV-5) y satisface los axiomas con
respecto a la multiplicacion por un escalar (axiomas EV-6, EV-7, EV-8, EV-9 y EV-10).

Lema 2.3. £L satisface el axioma EV-1, es decir:
EL | Yr1(x) +2(y) € C(R,C), para todo 1 (x),2(x) € C(R,C).
Demostracion. Sea 1 (x) = ui(x) +iv1(z) y Ya(z) = ua(x) + iva(2):

1(2) + o) = (wa (@) + 001 (2)) + (uz(@) + vz (2))
= (ua(2) + uz(2)) +i(v1 (2) + va(2))

Como uy(x), ug(x), v1(x) y ve(zx) satisfacen los requerimientos de los teoremas 2.7 y 2.8, entonces ¢ (z) +

() € C(R,C) O
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Lema 2.4. £L satisface el azioma EV-2, es decir:

EL |= (@) +a(x) = ¥2(2) + 91 (), para todo Pr(z),a(2) € C(R,C).

Demostracion. Sea ¢ (z) = u1(z) + iv1(x) y ¥2(x) = uz(x) + iva(z) entonces:

U1(2) + Pa(2) = (ua(2) +iv1(2)) + (uz(2) + iva(2))
= (w1 (2) + uz(2)) +i(v1 (2) + va(2))
= (u2(2) + w1 (2)) +i(va(2) + v1(2))
= (ua(2) + iva(2)) + (w1 (2) + i1 (2))

Lema 2.5. £L satisface el azioma EV-3, es decir:

EL B Y1() + (2(x) +3(x)) = (Y1(x) +2(2)) + ¥3(2), para todo 1 (x),P2(z), ¥s(x) € C(R,C).

Demostracion. Sea 1(x) = ui(x) + iv1(x), Ya(x) = ua(x) + ive(x) y ¥3(z) = us(z) + ivs(z) entonces:

Lema 2.6. £L satisface el axioma EV-4, es decir:

EL = Y1(x) + Yo(x) = Yo(x) + ¥1(x) = ¥1(x), para todo 1 (z) € C(R,C).

Demostracion. Sea ¢(z) = u(x) + iv(x) y ¥o(z) = 0 entonces:

Lema 2.7. £L satisface el axioma EV-5, es decir:
ELEVY(z) € C(R,C) — {¥o(2)}, 3 (z) € C(R,C)  (d(z) +¢'(z) = Yo(2)).
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Demostracion. Sea ¥ (x) = u(x) + iv(x) entonces se define ¢’ (z) por: ¥'(x) = —u(z) + i(—v(x)), entonces:

Y(x) + ' () = (u(z) +iv(x)) + (—u(z) + i(—v(x)))
= (u(z) — u()) +i(v(x)) —v(z)))
=0
= o(x)

No demostraremos los axiomas con respecto a la multiplicacion por un escalar.

Presentamos ahora algunos elementos de los espacios vectoriales que nos serviran en nuestra presentacién
de los espacios de las préximas secciones.

Definicién 2.36. Una combinacién lineal de vectores x1,...,T.,, de un espacio vectorial X es una ex-
presion de la forma

Q171 + a2 + - + Ty,

donde los coeficientes oy, a, ..., 0, son escalares.

Definicién 2.37. Sea M un subconjunto (# 0) de un espacio vectorial X. El conjunto de todas las combi-
naciones lineales de M es llamado el span de M.

Definicién 2.38. Lineal independencia y lineal dependencia de un conjunto M de vectores x1, ..., x, (r > 1)
de un espacio vectorial X son definidas por medio de la ecuacion

121 + aoxo + -+ + oz, = 0, (2.40)

donde ai,aq,...,q, son escalares. La ecuacion (2.40) es verdadera para oy = ag = -+ = «, = 0. Si
esta es la dnica r-tupla de escalares para la que la ecuacion (2.40) es verdadera, el conjunto M se dice
que es linealmente independiente. M se dice que es linealmente dependiente si M no es linealmente
independiente, es decir si 2.40 es verdadera para alguna r-tupla de escalares, no todos ceros.

Definicién 2.39. Un espacio vectorial X se dice finito dimensional si existe un entero positivo n tal
que X contiene un conjunto linealmente independiente de n vectores, donde cualquier conjunto de n + 1
o mas vectores de X es linealmente dependiente. n es llamada la dimensiéon de X y es denotada por
dim X =n. Si X no es finito dimensional, entonces se dice que X es infinito dimensional.

Definicién 2.40. Si dim X = n, un conjunto linealmente independiente de n vectores de X es llamado una
base para X. Si B = {ey,...,e,} es una base para X, cada e; € B es llamado un vector base. Cada x € X
tiene una unica representacion como combinacion lineal de los vectores base x = a1e1+ages+- - -+ape, = 0.
En general, si X es un espacio vectorial (finito o infinito dimensional) y B es un subconjunto linealmente
independiente de X tal que span B = X, entonces B es llamada una base o base de Hamel para X.

Finalizamos nuestra presentacién de los espacios vectoriales, definiendo el concepto de algebra.

Definicién 2.41. Un dlgebra A sobre un campo K es un espacio vectorial A sobre K que tal que para cada
par ordenado de elementos x,y € A hay un tnico producto xy € A que satisface los siguientes axiomas, para
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todo z,y,z € A y para todo o € K :

(zy)z = x(y2)
x(y+2)=zy+az
(z+y)z) =22 +yz

a(zy) = (ax)y = x(oy)

2.3.3. Espacios normados y espacios de Banach

En muchos casos un espacio vectorial X' puede ser considerado al mismo tiempo un espacio métrico X
debido a una métrica d definida sobre X. Sin embargo, no hay relacion entre la estructura algebraica de
espacio vectorial y la métrica. Para establecer alguna relacién entre las propiedades algebraicas y métricas
de X, se construye un concepto llamado norma a partir de la propiedades algebraicas de X'. A partir de la
norma se obtiene una métrica para X. Esto nos permite hablar entonces de espacios normados. Presentamos
a continuacion dichos conceptos.

Definicién 2.42. Sea X un espacio vectorial sobre un campo escalar K. Una norma sobre X es una

funcion||-|| : X — R que satisface los siguientes axiomas, para todo x,y € X y para todo o € K :
ol > 0 (N-1)
lz] =0+ 2z=0 (N-2)
oz ]| = |alfl]] (N-3)
Iz +yll <llzll +lyll (desigualdad triangular) (N-4)
Definicién 2.43. Sea X en espacio vectorial con una norma ||x||. La norma define una métrica d sobre X,

dada por d(x,y) =|lz — y||. La métrica d es llamada la métrica inducida por la norma.

Definicién 2.44. Un espacio normado (X,||-||) es una dupla donde X es un espacio vectorial y||-|| es una
norma sobre X.

Un espacio normado (X,|-||) puede ser también pensado como un espacio métrico (X,|-||,) donde X es
un espacio vectorial y||-||,; es la métrica inducida por la norma|-||.

Ejemplo 2.7. Sea X = (C(R,C),C,+,-,¢o(x),1) el espacio vectorial presentado en el ejemplo 2.6. Es
posible demostrar que una norma sobre X es:

1

o(@)]| = (/_Z w<x)wd:c)2

_ (/_Z |z/;(x)|2dx); (2.41)

Entonces (X,||-||) donde ||-|| es la norma definida anteriormente, es un espacio normado. La métrica
inducida por esta norma viene dada por:

d(1 (), P2(z)

|91 () — va(2)]|

([ @) - watoPae)
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donde el espacio métrico definido por (X,d(¢1(x),¥a(x)) corresponde al espacio métrico presentado en el
ejemplo 2.5.

En los espacios normados es también posible de hablar de espacios normados incompletos y de espacios
normados completos, los primeros reciben el nombre de espacios normados y los tltimos reciben el nombre
de espacios de Banach. Ademaés existe un teorema similar al teorema de completitud de los espacios métricos.
Presententamos estos dos elementos a continuacién.

Definiciéon 2.45. Un espacio de Banach (X,||-||) es un espacio normado completo. Es decir el espacio
métrico formado por X y la métrica inducida por la normal|-|| es un espacio métrico completo.

Teorema 2.10. Sea (X,|||[) un espacio normado incompleto. Entonces existe un espacio de Banach Xy
una isometria T de X a un subespacio W de X el cual es denso en X. El espacio X es unico, excepto para
isometrias.

Ejemplo 2.8. Es posible demostrar que el espacio presentado en el ejemplo 2.7 es un espacio normado
incompleto. La completacion de este espacio (métrico) es un espacio de Banach, llamado el espacio complejo
L2[—o00, +00].

2.3.4. Espacios con producto interior y espacios de Hilbert

En un espacio normado podemos adicionar vectores y multiplicar vectores por escalares. Ademaés, la
norma de un vector generaliza el concepto de longitud de un vector. Nos falta conocer si es posible construir
un producto punto o producto interior general entre vectores de un espacio normado, que nos permita obtener
un generalizacién del concepto de ortogonalidad (perpendicularidad) entre los mismos. Ademds, el producto
interior permite definir una norma la cual a su vez permite definir una métrica. Los espacios normados
(incompletos o completos) que permiten la definiciéon de un producto interior son llamados espacios con
producto interior y son el tema que presentamos a continuacion.

Definicién 2.46. Sea X un espacio vectorial sobre un campo escalar K. Un producto interior o producto
escalar o producto punto sobre X es una funcion (-,-) : X x X — K que satisface los siguientes axiomas,
para todo x,y,z € X y para todo o € K :

(+y,z)=(z,2) + (y,2) (PI-1)
Oé<.’E,y> = <O[£L’,y> (PI_Q)
(x,2) >0y (z,2) =0 = (PI-3)
(.5 = 5,30 (PL4)

Definiciéon 2.47. Sea X en espacio vectorial con un producto interior (x,y). El producto interior define
una norma ||z|| sobre X, dada por ||z| = /{x,x). La norma ||z|| es llamada la norma inducida por el
producto interior.

Definiciéon 2.48. Sea X en espacio vectorial con un producto interior (x,y). El producto interior define
una métrica d sobre X, dada por d(z,y) =|z —y|| = /(z —y,x — y). La métrica d es llamada la métrica
inducida por el producto interior.

Definiciéon 2.49. Un espacio con producto interior o espacio pre-Hilbert es una dupla (X, (x,y))
donde X es espacio vectorial y (x,y) es un producto interior definido sobre X.
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Un espacio con producto interior (X, (x,y)) puede ser también pensado como un espacio normado (X, (x,y)n)
donde X es un espacio vectorial y (x,y), es la norma inducida por el producto interior {x,y).

Adicionalmente un espacio con producto interior (X, {x,y)) puede ser también pensado como un espacio
métrico (X, (x,y)q) donde X es un espacio vectorial y (x,y)q es la métrica inducida por el producto interior

(z,y).

Ejemplo 2.9. Sea X = (C(R,C),C,+,-,v0(x),1) el espacio vectorial presentado en el ejemplo 2.6. Vamos
a demostrar que una producto interior sobre X es:

(11, 12) 2/_ Y1y da (2.42)

Entonces (X, (11,13)) es un espacio con producto interior. La norma inducida por este producto interior
estd dada por:

]l = (&, %)) ?

([ |w<z>|2da:)é7

donde el espacio normado definido por (X,||¢||) corresponde al espacio normado presentado en el ejemplo 2.7.
Necesitamos demostrar que (11, 12) satisface los axiomas PI-1, PI-2, PI-3 y PI-4.

Lema 2.8. (y1,19) satisface el axioma PI-1, es decir:

(X, (Y1,2)) | (1 + 2, 03) = (Y1,¢3) + (2,93), para todo V1,1, 3 € X,

Demostracion. Sea 1 = u + v, = uy + vy y Y2 = us + ivy entonces,

oo

(W + ), ) =/ (1 + ) da

— 00

:[ (19 + Pat)] d
=/ Mcm/ o do
= (1,9) + (Y2, 1)

Lema 2.9. (¢1,19) satisface el axioma PI-2, es decir:

(X, (¥1,12)) | (o)1, 1h2) = a(tpr,v2), para todo 1,12, 13 € X, o0 € K.

Demostracion.
o0

(ath1,12) :/ (agpy ) g dax

— 00



O

Antes de presentar el siguiente lema, es necesario mencionar dos teoremas necesarios para su demostra-
cion.
Teorema 2.11. Sea f(x) una funcién de valor real de una variable real. Si f(x) es continua en el intervalo

+oo £9
(=00, +00), entonces [ f*(x)dx < oc.
Teorema 2.12. Sea f(x) una funcién de valor real de una variable real. Si f(x) es continua en el intervalo
(—o00, +0), entonces fjooj f?(z)dx > 0.
Lema 2.10. (y,1) satisface el axioma PI-3, es decir:
(X, (W1, 92)) = (¥,9) 2 0y (4, ¥) = 04> ¢ =0, para todo ) € X.

Demostracion. La demostracién se compone de dos partes:

a. (¥, ) =2 0.
Sea ¥ (x) = u(x) + iv(z) entonces,

(.9) /O:Ozwdr

:/_O; ]2 do

-/ T @) + (2 (2)) d

— 00

Como u(x) y v(zx) satisfacen los requerimientos de los teoremas 2.8, 2.11 y 2.12, entonces

| e+ ez o

— 00

/ Oﬁdxz/ 0dx =0

b. (¢,¢) =0 siy sblo si ¢ = 0.

O
Lema 2.11. (¢1,15) satisface el axioma PI-4, es decir:
(X, (b1, 2)) = (W1,1p2) = (¥ha,%1), para todo 1,1py € X
Demostracion.
R
= Y11y da
= / Y1y da
— [ abie
= <d)27 1/)1> O
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En los espacios con producto interior es también posible de hablar de espacios con producto interior
incompletos y de espacios con producto interior completos, los primeros reciben el nombre de espacios con
producto interior y los tltimos reciben el nombre de espacios de Hilbert. Ademads existe un teorema similar
al teorema de completitud de los espacios normados. Presententamos estos dos elementos a continuacion.

Definicién 2.50. Un espacio de Hilbert (X, (x,y)) es un espacio con producto interior completo. Es decir
el espacio métrico formado por X y la métrica inducida por el producto interior (x,y) es un espacio métrico
completo. Dado que un producto interior define una norma, un espacio de Hilbert es un espacio de Banach.

Teorema 2.13. Para cualquier espacio con producto interior X existe un espacio de Hilbert H y un iso-
morfismo A de X a un subespacio denso W C H. El espacio H es inico excepto para isomorfismos.

Ejemplo 2.10. FEs posible demostrar que el espacio presentado en el ejemplo 2.9 es un espacio normado
incompleto. La completacion de este espacio (métrico) es un espacio de Hilbert, llamado el espacio complejo
L2[—o00, +00].

2.3.5. Operadores

Podemos afirmar desde una visién muy simplista que la mecénica cudntica oera fundamentalmente con
dos elementos matematicos: espacios de Hilbert y operadores lineales. Presentamos a continuacién el segundo
de ellos.

Definicién 2.51. Un operador T es una funcion entre espacios vectoriales definidos sobre el mismo cam-
po K, es decir, T : D(T) C X - R(T) CY donde X,Y son espacios vectorial sobre algin campo K.

D(T) denota el dominio del operador T.

R(T) denota el rango del operador T'.

T:D(T) — R(T) denota que T es un operador desde D(T) sobre R(T).
T:D(T) =Y denota que T es un operador desde D(T') dentro de Y .

Si D(T) es igual al espacio X entonces escribimos T : X — Y, para denotar que T es un operador desde X
dentro de Y.

Definicién 2.52. Un operador lineal T : D(T) — R(T), es un operador que satisface los siguientes
axiomas, para todo x,y € D(T) y para todo o € K"

T(x+y)=Tzx+Ty (OL-1)
T(azx) =aTx (OL-2)

Definicién 2.53. El operador lineal T : D(T) — Y se dice inyectivo si diferentes puntos en el dominio
tiene diferentes imagenes, es decir

x1 # x9 = Ty # Txo, para todo x1,x5 € D(T). (2.43)

En este caso existe el operador T~ : R(T) — D(T) que envia cada y € R(T) sobre el x € D(T) para
el cual Tx = y. Fl operador T es llamado el operador inverso de T. Es posible demostrar que si T!
eriste, este es un operador lineal.

"En funciones se utiliza la notacién f(z), pero en el manejo con operadores la notacién usual es Tz en lugar de T'(z).

32



Definicién 2.54. Sean X y Y espacios normados y sea T : D(T) — Y un operador lineal, donde D(T) C X.
El operador T se dice que es acotado si existe un nimero real ¢ tal que, para todo x € D(T):

[Tz]] < cf|], (2.44)

donde la norma de la derecha es la de X y la norma de la izquierda es la de Y .

Definicién 2.55. Sea T : Hy — Hs un operador acotado lineal, donde Hy y Hs son espacios de Hilbert. El
operador adjunto de T denotado por T estd definido por T : Hy — H; tal que para todo x € Hy yy € Ho
se tiene que (Tx,y) = (x,Ty) (el producto interior de la izquierda corresponde al espacio de Hilbert Hy y el
producto interior de la derecha corresponde al espacio de Hilbert Hy ).

Definicién 2.56. Un operador acotado lineal T : H — H sobre un espacio de Hilbert H es:
1. Auto-adjunto o hermitiano siT =T.
2. Unitario si T es biyectivoy T = T~1.
3. Normal si TT =TT.
Teorema 2.14. Sea T : H — H un operador lineal acotado sobre un espacio de Hilbert H. Entonces:
1. Si T es auto-adjunto, (T'xz,x) es real para todo x € H.
2. Si H es complejo y (T'z,x) es real para todo x € H, entonces el operador T es auto-adjunto.

Teorema 2.15. El producto de dos operadores lineales acotados auto-adjuntos S y T en un espacio de
Hilbert H es un operador auto-adjunto si y solo si los operadores S y T conmutan, es decir ST =TS.

Definicién 2.57. Un funcional es un operador cuyo rango es los nimeros reales R o los nimeros comple-
jos C. Desde este punto de vista podemos clasificar los funcionales como un tipo especial de operadores.

Definicién 2.58. Un funcional lineal es un operador lineal cuyo dominio es un espacio vectorial X y
cuyo rango es el campo escalar de X.
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Capitulo 3

Algunos elementos de la mecanica
cuantica

3.1. Observaciones iniciales

De forma similar al capitulo anterior, se espera que el nombre de este capitulo indique el caracter parcial
e incompleto de su contenido. Se puede pensar que hablar de algunos constructos tedricos propuestos por una
teoria que tiene aproximandamente 70 anos de estar operando es una tarea facil. Simplemente consistiria en
seleccionar el libro de moda usado por algunas instituciones universitarias y verter algunos de sus contenidos.
Por fortuna nuestra tarea no ha sido facil, no ha sido facil porque este primer contacto para algunos de
nosotros o este re-contacto para otros de nosotros, no fue en busca de las aplicaciones y los ejemplos en
los que tanto éxito ha tenido la mecédnica cuédntica; fue por el contrario, una indagacién de los por qués;
indagacién pensaran algunos, innecesaria; sin sentido pensaran otros.

De la bibliografia revisada encontramos textos bastante adecuados para una primera aproximacion y
textos definitivamente para expertos en el area. Pero de todos los textos revisados y estudiados, uno de ellos
destaco por su claridad conceptual, su rigor matematico y su estilo de presentacién, nos referimos al texto
“Principios de Mecanica Cuantica” de P. M. A. Dirac. La excelente presentaciéon de Dirac nos sorprende atin
mas si tenemos presente que fue escrito en 1930, es decir, a muy pocos anos de los primeros desarrollos de la
teoria que nos ocupa. Por supuesto que pueden existir algunos detractores del texto, inclusive el lector puede
ser uno de ellos, es cierto que con respecto a las tematicas de mayor actualidad el texto esta desactualizado,
pero con respecto a los elementos fundamentales de la teoria, el texto tiene la misma vigencia que en la
fecha en que fue publicado por primera vez. Ademds tiene una ventaja adicional con respecto a otros texto,
y es que trabaja con la notacién de brakets o conocida en la actualidad como la notacién de Dirac, que
corresponde con la notacién empleada por los articulos referentes a la maquina cuéntica.

Despties de intentar varias formas de presentar los elementos expuestos por Dirac en una forma propia y de
los fracasos obtenidos debido a su excelente presentacién, decidimos la siguiente metodologia de exposicion:
Vamos a presentar textualmente los dos primeros capitulos del texto de Dirac, de estos capitulos se han
eliminado algunos parrafos o secciones, pero cuidando de no perder el hilo de la obra. Los capitulos serdn
intervenidos bajo una figura que hemos denominado genéricamente Comentario. Estos comentarios tienen una
naturaleza muy variada, podran ser observaciones aclaratorias con respecto a lo mencionado en los parrafos
anteriores o podran ser vinculaciones con conceptos de capitulos anteriores de este informe o podran serdn
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reflexiones con relacién a lo expuesto, entre otras cosas. Para diferenciar claramente que parte es de Dirac
ue parte es nuestra hemos seleccionado comenzar cada secciéon de Dirac por “Dirac:”, en el momento

y )

en que surja un comentarior comenzaremos por “Comentario:” y cuando continue de nuevo Dirac otra vez

“Dirac:” y asi, sucesivamente. Ademés hemos seleccionado este tipo de letra para los secciones escritas por

Dirac.

3.2. Comentarios al libro de Dirac: “Principios de M.C.”
Del prélogo de la primera edicion

Dirac: Los métodos de trabajo de la fisica tedrica han sufrido un profundo cambio en el presente siglo. Lo
tradicién clésica consideraba el mundo como la asociacién de objetos observables (particulas, fluidos, campos,
etc.) que se mueven segin leyes de fuerza fijas, pudiéndose, pues, formar una imagen mental de todo el esquema
en el espacio y el tiempo. Ello conducia a una fisica cuyo método consistia en hacer hipdtesis sobre el mecanismo y
las fuerzas que relacionan dichos objetos observables, que explicaran su comportamiento de la forma més sencilla
posible. En los Gltimos tiempos se ha ido haciendo cada vez mas evidente que la naturaleza actia en un plano
distinto. Sus leyes fundamentales no rigen el mundo tal como éste aparece a nuestra imagen mental, sino que
actian sobre un substrato del que no podemos formarnos ninguna imagen mental sin cometer desatinos. La
formulacién de dichas leyes exige el empleo de las mateméticas de transformaciones. Los elementos importantes
del mundo fisico aparacen como los invariantes de dichas transformaciones (o méas en general los casi-invariantes,
o cantidades que se transforman de un modo sencillo). Las cosas que conocemos de modo inmediato son las
relaciones de estos casi-invariantes con un cierto sistema de referencia, que generalmente elegimos de forma que
se introduzcan simplificaciones particulares sin importancia desde el punto de vista de la teoria general.

Comentario: Los esquemas mentales que exige la nueva fisica, no son en nada comparables a los viejos
esquemas de la fisica cldsica, donde cada situacién es representable por una imagen mental claramente
intuible en el terreno de lo causal determinista. Dadas las condiciones iniciales de un sistema es posible saber
con toda presicién la evolucién del mismo, debido a que su comportamiento es expresable como un sistema
de ecuaciones diferenciales lineales, y hasta cierto punto, es posible conocer sus multiples relaciénes con
otros objetos. Contrariamente a esa imagen del mundo la fisica moderna, en particular la mecénica cuantica,
no permite esa estructuracién de cosas, la intuicién causal-determinista es remplazada por la probabilidad
de ocurrencia de un fenémeno fisico. No podemos entender por esto una imposibilidad de conocer algunos
ambitos de la naturaleza, o un conocimiento parcial de las cosas, sino mas bien una nueva forma de ver y
entender el mundo. Modernamente el problema de la mecanica cuantica es entonces tratar de encontrar cuales
cantidades permanecen invariantes bajo transformaciones de coordenadas, esos invariantes al ser expresados
en un cierto sistema de coordenadas, seran las nuevas cantidades fisicamente contrastables con la evidencia
experimental. También, concretamente se entiende en mecanica cudntica el proseso de la medida como un
proseso de interaccién entre un objeto clasico, tal como un aparato de medida y un objeto cudntico que
ocurre aparte y con independencia de un observador cualquiera.

I. El principio de superposicién
1. Necesidad de una teoria cuantica

Dirac: La mecéanica clasica se ha ido desarrollando progresivamente desde los tiempos de Newton y se ha
aplicado a un conjunto de sistemas dindmicos cada vez mas amplio, del que forma parte el campo electromagnético
en interaccién con la materia. Las ideas fundamentales y las leyes que rigen su aplicacién constituyen un esquema
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tan sencillo y elegante, que parece imposible modificarlo seriamente sin destruir todas sus atractivas caracteristicas.
Sin embargo, se ha conseguido construir un nuevo esquema, llamado mecénica cuéntica, mas adecuado para la
descripcién de los fenémenos de escala atémica, y que en ciertos aspectos mas elegante y satisfactorio que el
esquema clasico. Esto ha sido posible gracias a que los cambios introducidos por la nueva teoria son de caracter
muy profundo y no simples modificaciones que destruirian las caracteristicas de la teoria clasica que le confieren
su armonia, y asi ha resultado que todas estas caracteristicas han podido ser incorporadas al nuevo esquema.

La necesidad de elegir un camino distinto al de la mecanica clasica viene exigida por los hechos experimenta-
les. ..

Un ejemplo mas de la limitacién de mecénica clasica lo constituye el comportamiento de la luz. Tenemos,
por un lado, los fenémenos de interferencias y de difraccién, que sélo pueden ser explicados mediante una teoria
ondulatoria; por el otro, fenémenos tales como la emisién fotoeléctrica y la dispersién!, de electrones libres, que
indican que la luz estd compuesta por pequeiias particulas. Dichas particulas, llamadas fotones tienen cada una
una energia y momento definidos, que dependen de la frecuencia de la luz, y aparecen con una existencia tan real
como la de los electrones o cualesquiera otras particulas conocidas en fisica. No se observa nunca una fraccién de
fotén.

Los experimentos han demostrado que este extrafio comportamiento no es peculiar de la luz, sino que es
completamente general. Todas las particulas materiales tienen propiedades ondulatorias, que se ponen de mani-
fiesto en condiciones adecuadas. Este es un ejemplo muy sorprendente y caracteristico de los fallos de la mecanica
clasica, que no radican simplemente en una inexactitud de sus leyes del movimiento, sino en una insuficiencia de
Sus conceptos para proporcionarnos una descripcion de los fenémenos atémicos.

La necesidad de apartarse de las ideas clasicas al intentar dar una explicacién de la estructura general de
la materia se deriva no sélo de los hechos establecidos experimentalmente, sino también de razones filoséficas
generales. Es una interpretacion clasica de la constitucién de la materia, se supondria que ésta estd compuesta
por un gran nimero de pequenas partes, y se postularian leyes de comportamiento de dichas partes, de las cuales
se pudieran deducir las leyes de la materia agrupada. Sin embargo, no seria una explicacién completa, pues habria
quedado sin considerar la estructura y estabilidad de las partes constituyentes. Para responder a esta cuestion se
haria necesario postular que cada una de las partes constituyentes estd a su vez compuesta de pequefias partes,
en razén de las cuales debe explicarse su comportamiento. Evidentemente no hay limite para este proceso, de tal
forma que es imposible llegar por este procedimiento a la estructura general de la materia. Mientras grande y
pequeio sean conceptos meramente relativos, no conduce a nada explicar lo grande en funcién de lo pequefio. Por
tanto, es necesario que modifiquemos las ideas clasicas de forma que el tamafo adquiera un caracter absoluto.

En este punto es importante recordar que a la ciencia solamente la incumben los objetos observables y que
Gnicamente podemos observar un objeto si interacciona con alguna influencia externa. Todo acto de observacién
va acompanado necesariamente de una alteracién del objeto observado. Podemos decir que un objeto es grande
cuando la alteracion que acompaina a nuestra observacién de él puede ser despreciada, y pequeio cuando no
pueda serlo. Esta definicion estd plenamente de acuerdo con el significado corriente de las expresiones grande y
pequeio.

Normalmente se supone que, procediendo con cuidado, podemos reducir la alteracién que acompaiia a nuestra
observacién a una amplitud tan pequefa como queramos. En este caso, los conceptos de grande y pequeiio son
meramente relativos y se refieren tanto a la precisién de nuestros medios de observacién como al objeto que se
describe. Para poder dar un significado absoluto a la magnitud, tal como se requiere en toda teoria de la estructura
elemental de la materia, hemos de suponer que existe un limite de la precisién de nuestro poder de observacion
y de la magnitud de la alteracién que le acompana -limite que es inherente a la naturaleza de las cosas y que

1Para una explicacién completa de los fenénemos de interferencia y difraccién ver [43] y para los fenémnenos de emisién
fotoeléctrica y dispersién ver [22] (esta nota ha sido addida por nosotros).
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es imposible superar aunque se perfeccionen las técnicas o se aumente la habilidad practia del observador. Si
el objeto que consideramos es tal que la alteracién limite inevitable se puede despreciar, decimos que el objeto
es grande en sentido absoluto y podremos aplicarle la mecénica clasica. Si, en cambio, dicha alteracién no es
despreciable, el objeto es pequefio en sentido absoluto y serd necesaria una nueva teoria para cuenta de él.

Como consecuencia de la discusidn precedente debemos revisar nuestras ideas sobre la causalidad. La relacién
causal se aplica exclusivamente a sistemas que no hayan sido alterados. Pero si el sistema es pequeio, nos es
imposible observarlo sin producir en él una alteracién considerable, y por lo tanto, no podemos esperar encontrar
ninguna relacién causal entre los resultados de nuestras medidas. Supondremos que sigue existiendo causalidad
para los sistemas mientras no se les altere, y las ecuaciones que estableceremos para describir los sistemas no
alterados seran ecuaciones diferenciales que expresaradn una relaciéon causal entre condiciones en un instante y
condiciones en otro instante posterior. Estas ecuaciones estaran en estrecha correspondencia con las ecuaciones
de la mecénica clasica, pero sélo estaran indirectamente relacionadas con los resultados de las observaciones.
Existe, pues, una indeterminacién inevitable en el calculo de los resultados observables, y la teoria no nos permite
calcular, en general, mas que la probabilidad de obtener un resultado particular al hacer la observacion.

4. Superposicién e incertidumbre

Dirac: Sea un sistema atémico cualquiera, compuesto de particulas o de cuerpos con propiedades dadas
(masa, momento de inercia, etc.) que interaccionan de acuerdo con leyes de fuerzas dadas. Existiran diversos
movimientos posibles de las particulas o de los cuerpos compatibles con las leyes de la fuerza. Cada uno de tales
movimientos recibe el nombre de estado del sistema. Segiin las ideas clasicas, se podria especificar un estado
dando el valor nimerico de todas las coordenadas y velocidades de los diversos componentes del sistema en un
instante de tiempo, queda asi, completamente determinado el movimiento de todo el sistema...La limitacién
del poder de observacién implica una disminucién del nimero de datos que pueden atribuirse a un sistema. Por
tanto, el estado de un sistema atémico tiene que caracterizarse por menos datos o por datos mas imprecisos que
un conjunto completo de valores niimericos de todas las coordenadas y velocidades en un instante de tiempo
particular. ..

Puede definirse el estado de un sistema como un movimiento inalterado restringido por tantas condiciones o
datos como sea posible teéricamente sin que se interfieran o se contradigan mutuamente. En la practica, estas
condiciones se pueden imponer mediante una preparacién adecuada del sistema, que consista, por ejemplo, en
hacerlo pasar a través de una serie de aparatos, tales como rendijas y polarimetros, y dejando al sistema inalterado
después de la preparacion. La palabra “estado” se emplea indistintamente para designar el estado en un instante
particular (después de la preparacién) y el estado durante todo el tiempo posterior a la preparacién. ..

Comentario: Prepararar un sistema cudntico es someter a dicho sistema a una serie de condiciones
experimentales con el tnico fin de posibilitar alguna medida del mismo, al prepararlo, de antemano se prevee
cual caracteristica se quiere medir, luego se deja que el sistema evolucione por si mismo, pudiendose de este
modo caracterizar alguna propiedad del sistema. Hay diferentes maneras de preparar un sistema cuéntico,
como por ejempo, hacerlo interactuar con un objeto clasico como una rejilla, un campo magnético o en gene-
ral cualquier polarimetro. También es posible tener el caso general de una coleccién de N sistemas identicos,
preparados bajo las mismas condiciones experimentales, al medir sobre todos una misma magnitud fisica
obtendremos una serie de valores de dicha magnitud no necesariamente coincidentes, cuyas frecuencias de
repeticién en limite al infinito dan origen a una distribucién de probabilidad. La coleccién de tales distribu-
ciones de probabilidad para cada observable, es la encargada de caracterizar el estado del sistema en cuanto
a su caracter predictivo. Asi, dos estados, aun preparados mediante operaciones distintas, se consideraran
iguales cuando conducen a las mismas distribuciones de probabilidad para cada observable (cf. [9]).
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Clésicamente es posible, con toda certeza preparar un sistema. Si, se conocen las condiciones iniciales,
podemos tener de alguna manera control sobre su evolucién, estando representado el estado, en un instante
de tiempo por un punto del espacio fasico. Debido a que la informaciéon que se tiene sobre el sistema es
maxima se dice entonces que el sistema estd en un estado puro, en dicho estado, la medida de cualquier
observable sobre estados identicamente preparados, dara siempre el mismo resultado.

Al tratar de hacer lo mismo con sistemas cudnticos, nos encontramos con muchos tropiezos ya que por
ejemplo, la posicién y la velocidad no son cantidades que puedan ser conocidas simultaneamente, la medida
de la posicién indetermina la medida de la velocidad y viceversa, es decir no son cantidades fisicamente
compatibles, ademas la interacién entre el aparato de medida y lo que se mide, pueden interactuar de forma
incontrolable, es decir, de forma tal que se pierda toda informacién sobre el mismo. Pese a esas dificultades es
posible preparar un sistema con un nimero maximal de observables compatibles e independientes, o dicho de
otra manera, que podamos medir simultaneamente sin modificar el sistema, o mejor aun, sin que las medidas
interfierdn entre si. En esas circunstancias tenemos el sistema en un estado puro, es decir, poseemos sobre
él la maxima informacién posible. El caso contrario es cuando no todos los observables son compatibles, de
algun modo se pierde informacién, esos estados se conocen como estados mezclados.

Dirac: El principio general de superposicién de la mecanica cudntica se aplica a los estados de todo sistema
dindmico con cualquiera de los dos significados precedentes. Segln dicho principio existe una relaciéon peculiar
entre los estados, de forma que cuando un sistema estd en un estado bien definido, a la vez se puede considerar
que esta parcialmente es cada uno de una serie de estados. El estado original debe considerarse como el resultado
de una superposicién de esta serie de estados, lo que es inconcevible desde el punto de vista clasico. Es evidente
que existen infinitas maneras de realizar dicha superposicién para un mismo estado dado. Reciprocamente, todo
conjunto de dos 0 mas estados puede superponerse para dar lugar a un nuevo estado. ..

Comentario: En el caso simple de tener un estado que se pueda expresar como una superposiciéon de
dos estados independientes, siempre se podra encontrar dos nuevos estados independientes que superpuestos
generen el mismo estado original. Una buena analogia, en el lenguaje matemético, la podemos hacer con los
elementos del espacio bidimensional real (plano cartesiano). Consideremos los vectores base ortonormales
{é1,é2} (base A). Cualquier otra base ortonormal (base B) se puede expresar como una combinacion lineal
de la base A, asf:

&) = (cos0)é1 + (sen 0)é,

&y, = (—senf)é; + (cos0)és,
lo que corresponde a una rotacion ortonormal en el plano. Podemos observar que
v f0 i
1 sii=j.

Ahora, si un vector 7 viene dado en la base A como:
7= T él + 3?2@2
en la base B se expresara como:
7= (21 cosf + zosen 0)é] + (—z1 sen O + x5 cos 0)é),

Se puede ver entonces de esta ltima ecuacién que existen un ntimero infinito de bases ortonormales en las
cuales se puede expresar el vector 7: el pardmetro 6 es una variable con rango continuo [0, 27]. Es decir, para
cada valor de 6 en este rango se tiene una nueva base B.
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Dirac: La relacién entre los estados de cualquier sistema que implica el principio de superposicién es de
tal naturelaza que no es posible expresarla mediante los conceptos fisicos habituales. Desde el punto de vista
clasico, no es posible imaginar que un sistema esté parcialmente en cada uno de dos estados dados, y que esto
se equivalente a estar completamente en otro estado distinto. Ello implica una idea completamente nueva a la
que nos debemos ir acostumbrando, y sobre cuya base tenemos que construir una teoria matematica exacta sin
disponer de ninguna imagen clésica precisa.

Un estado formado por superposicién de otros dos tendra propiedades que, en cierto sentido, seran intermedias
entre las de ambos sistemas de partida, aproximandose en mayor o menor grado a las de cada uno, segln se la
haya atribuido un “peso” mayor o menor en el proceso de superposicion. El nuevo estado estard completamente
determinado por los dos estados de partida, cuando se conozcan sus pesos relativos en el proceso de superposicién y
una diferencia de fase; el significado preciso de pesos y fases en general nos lo proporcionara la teoria matemitica. . .

Comentario: El significado de factores de peso y fases puede ser entendido con base en el siguiente
ejemplo, aunque se trata de una cuestiéon puramente clasica, es posible sacar algunas conclusiones desde el
punto de vista cuantico.

Cuando se superponen dos ondas polarizadas perpendicularmente como las siguientes:

E, = E cos(wt)
E, = E cos(wt + 9)

El resultado de la superosicién estd determinado por la amplitud resultante, que puede ser identificada en
nuestro caso con el factor de peso F y el angulo 4, en nuestro caso la diferencia de fase. Segtn la diferencia de
fase, si suponemos el mismo factor de peso para la superposicién, obtendremos diferentes estados finales, en
particular si 6 = 0, el estado resultante estara polarizado rectilineamente segun un angulo de 7/4, si § = /4
el estado resultante estara polarizado circularmente en todas las direcciones, etc.

Dirac: La naturaleza no cl$ica del proceso de superposicién se pone claramente de manifiesto al considerar dos
estados A y B, tales que exista una observacién que aplicada al sistema en el estado A dé siempre el resultado a
y aplicada al sistema en el estado B dé siempre el mismo resultado particular b distinto de a. ;jCudl serd el
resultado de la observacion aplicada al sistema en el estado resultante de la superposicion? La respuesta es que
unas veces obtendremos el resultado a y otras el b, seglin una ley probabilistica que depende Gnicamente de los
pesos relativos de A y B en el proceso de superposicién. En ningiin caso obtendremos un resultado distinto de a
o b. El caracter intermedio del estado formado por la superposicion reside en el hecho de que la probabilidad de
obtener un resultado particular en una observacion es intermedia entre las probabilidades correspondientes a los
estados de partida y no en que el mismo resultado sea intermedio entre los resultados correspondientes a dichos
estados.

Vemos, pues, que un abandono tan radical de las ideas clasicas, como el afirmar la existencia de relaciones
de superposicién entre los estados, sélo ha sido posible al tener en cuenta explicitamente la importancia de la
alteracién que acompafia a toda observacién y la incertidumbre consiguiente en el resultado. Cuando se lleva a cabo
una observacién de un sistema atémico, en general no estd determinado el resultado, es decir, que si repetimos el
experimento varias veces bajo idénticas condiciones , podemos obtener diversos resultados. Sin embargo, es una
ley de la naturelaza el hecho que si repetimos el experimento un gran nimero de veces, cada resultado particular
aparece en una fraccion bien definida del nimero total de veces, y por tanto, existe una probabilidad determinada
de obtenerlo. Esta probabilidad es la que la teoria nos permite calcular. ..

La hipétesis de que existen relaciones de superposicién entre los estados nos lleva a establecer una teoria
matemaética en la cual las ecuaciones que definen el estado son lineales en las incégnitas. . .
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Comentario: El requerimiento de la validez del principio de superposicién en la mecénica cuantica queda
de algin modo justificado gracias a que las ecuaciones diferenciales de evolucién con las que se edifica dicha
mecanica admiten soluciones para las cuales el principio de superposicion es valido. Parece milagroso que las
soluciones de las ecuaciones diferenciales de la nueva mecanica resulten ser las mismas funciones conocidas
como soluciones de las ecuaciones clasicas: polinomios de Hermite, Legendre, Laguerre, arménicos esféricos,
funciones de Bessel, para citar algunas de tales funciones, en todas es valido el principio de superposicién e
inherente a ellas la estructura de espacio vectorial.

JPor qué la mecédnica cudntica requiere de un principio de superposicién un tanto parecido al mismo
principio clasico? ;Serd ésto una cuestion puramente fisica o una limitaciéon de la matematica que estamos
acostumbrados a usar? Actualmente no solamente en la mecanica cudntica sino en otras ramas de la fisica,
se usa frecuentemente un artificio, un método de perturbaciones el cual permite de alguna manera estractar
los términos lineales en muchos tipos de procesos en la fisica. jSerd que los metodos de perturbaciones no
son otra cosa que la ignorancia ante otros métodos mateméticos diferentes a los clasicamente conocidos?
Podria pensarse y de alguna manera es cierto, que los procesos o fendmenos en la fisica no son lineales, que
ellos estan regidos por alginos tipos de ecuaciones diferenciales no lineales, cuya estructura subyacente a sus
soluciones son variedades diferenciables, no por esto dejan de satisfacer el principio de superposicién sino
més bién lo generalizan. Algunos autores en particular han intentado construir una mecénica cudntica no
lineal, aunque no han conseguido lograrlo (cf. [12]).

5. Formulacién matematica del principio de superposicion

Dirac: Durante el presente siglo ha tenido lugar un profundo cambio en las opiniones que los cientificos tenian
sobre los principios matematicos de la fisica. Anteriormente se suponia que la mecanica de Newton constituia
la base para la descripcién de todos los fendmenos fisicos, y que por tanto, todo fisico tedrico debia contribuir
al desarrollo y aplicacién de estos principios. El reconocimiento de que no existe razén légica alguna para que
los principios newtonianos y otros principios clasicos tengan que ser validos fuera del campo en que han sido
comprobados experimentalmente, trajo consigo las primeras experiencias que pusieron de manifiesto la absoluta
necesidad de apartarse de estos principios. Los intentos de superar las divergencias se concretaron en la introduccién
de nuevos formalismos matematicos, de nuevos sistemas de axiomas y reglas en los métodos de la fisica tedrica.

La mecanica cuantica es un buen ejemplo de las nuevas ideas. En ella se exige que los estados de un sistema
dindmico estén relacionados con las variables dindmicas de una forma nueva, ininteligible desde el punto de vista
clasico. Los estados y las variables dindmicas deben estar representadas por cantidades matematicas de naturaleza
diferente a las que se utilizan corrientemente en fisica. El nuevo esquema constituird una teoria fisica precisa
cuando se hayan especificado todos los axiomas y reglas que rigen las cantidades matematicas se hayan dado
ciertas leyes que relacionen los hechos fisicos con dichas cantidades, de tal manera que de unas condiciones fisicas
dadas puedan inferirse ecuaciones matematicas y reciprocamente.

Comentario: En la actualidad existen varias presentaciones axiématicas (postulacionales) de la mecénica
cuéntica (cf. [9], [0] entre otros). Es importante mencionar que tradicionalmente una teorfa o sistema tedrico
estd axiomatizado, si existe un conjunto de enunciados llamados los axiomas o los postulados que satisfacen
las siguientes condiciones (estas condiciones son tomadas de [29], pag. 69):

El conjunto de axiomas-postulados:

1. No presenta contradiccion ni permite generarlas.?

2. Es independiente, es decir, ningiin axioma se puede deducir a partir de los otros.

2Esta condicién serd ampliada en el préximo comentario.
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3. Es suficiente, es decir, permite deducir todos los enunciados de la teoria.
4. Es necesario, es decir, no deben contener supuestos superfluos.

No es este el lugar ni el momento para realizar una discucién acerca de la axiomatizacion de teorias en
general y en particular de la mecanica cuantica; pero si queremos llamar la atencién del lector acerca de la
efectividad de dicho proceso, asi, como de la dificultad de su verificacién. No obstante, deseamos mencionar
un hecho que nos ha llamado la atencién, uno de los principios fundamentales de la mecénica cuantica —el
principio de superposicién— no aparece como un axioma-postulado de la misma, si no que se deduce como
una consecuencia de éstos; de forma similar, el principio del tercio excluido o el principio de no contradiccién,
no aparecen como axiomas de la légica formal (de enunciados o de predicados), sino que son consecuencias
de sus respectivas axiomaticas. La situacién es como si se “seleccionaran” los principios que una teoria debe
contener y se buscara un conjunto de axiomas que hicieran “posibles” dichos principios.

Dirac: En la aplicaciéon de la teoria deberiamos disponer de cierta informacién fisica, que procederiamos
a expresar en forma de ecuaciones entre las cantidades mateméticas. Con ayuda de los axiomas y las reglas
de manipulacién deduciriamos nuevas ecuaciones y acabariamos interpretdndolas como condiciones fisicas. La
justificacion de todo el esquema depende, aparte de su coherencia intrinseca, de la concordancia de los resultados
finales con los experimentos.

Comentario: La ultima frase del parrafo anterior permite dos comentarios, el primero en relacién a la
coherencia del sistema y el segundo en relacion a la concordancia con los experimentos.

Con respecto a la coherencia del sistema, diremos que ha sido un principio impuesto a los sistemas
axiomaticos desde Aristoteles: El principio de no contradiccion. Popper expone de una manera muy enfatica
la necesidad de dicho principio: “FEl requisito de la compatibilidad o coherencia desemperia un papel especial
entre todos los que han de satisfacer los sistemas teoricos, o los sistemas axiomdticos. Puede considerdrsele
la primera condicion que ha de cumplir todo sistema tedrico, ya sea empirico o no...Caeremos en cuenta
de la importancia que tiene el requesito de coherencia si nos percatamos de que los sistemas contradictorios
n0 Nnos proporcionan ninguna informacion, pues podemos deducir de ellos las conclusiones que nos plazcan;
de modo que no hace discriminacion alguna en los enunciados -calificindolos, bien de incompatibles, bien de
deductibles-, ya que todos son deductibles. En cambio, un sistema coherente divide el conjunto de todos los
enunciados posibles en dos: los que le contradicen y los que son compatibles con €él. Es ésta la razén por la
que la coherencia constituye el requesito mds general que han de cumplir los sistemas, ya sean empiricos o
no lo sean, para que puedan tener alguna utilidad.”([29], pag. 88).

En el caso de los sistemas axiématicos empiricos, el que acarrea la coherencia del sistema es el sistema
légico subyacente. Es facil demostrar que en un sistema tedrico no coherente (inconsistente) construido sobre

la 16gica de enunciados es posible demostrar cualquier enunciado (cf. [21], pdg. 56).
Desde las primeras formulaciones de la mécanica cuantica se ha sugerido que ésta tiene una logica subya-
cente diferente a la tradicional que ha sido llamada por algunos ldgica cudntica (cf. [13]). Lo importante de

este punto es que por lo menos se discute la posibilidad de una légica diferente para “manipular” los procesos
cuanticos. Por otra parte ha diferencia de la época en que Dirac y Popper escribieron su opiniones acerca
de la coherencia del sistema, hoy en dia existen varias propuestas de légicas que “violentan” el principio
de no contradiccién, dichas légicas reciben en general el nombre de ldgicas paraconsistentes (cf. [1]). Estas
logicas han servido en la actualidad para empezar a construir propuestas de sistemas matemdticos inconsis-
tentes (cf. [25]), lo cual nos lleva a pensar en la posibilidad de sistemas axiématicos empiricos inconsistentes
y en particular la existencia de uno de tales sistemas para la mecénica cuantica.

Con respecto a la concordancia con los experimentos, diremos que podemos dividir las ciencias, en
ciencias formales y en ciencias factuales, éstas tltimas ademas de satisfacer los métodos de deduccion de
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la logica subyacente sobre la cual operan, necesitan de la observacién y de la experimentacién para poder
“construir” sus respectivos enunciados. No hay una postura epistemoldgica exacta acerca de que caracteristica
deben tener estos enunciados, algunos autores mencionan que dichos enunciados deben ser verificables en
la experiencia (cf. [5]), otros autores mencionan que dichos enunciados deben ser falseables (cf. [29]), etc.
Lo que si es claro, es que los procesos de deducciéon que prueban la verdad de los teoremas de la ciencias
formales (16gica, matematica) son insuficientes para verificar los enunciados de las ciencias factuales.

Dirac: Empezaremos a construir el esquema considerando las relaciones matematicas entre los estados de
un sistema dindmico en un instante de tiempo que se derivan de la formulacién matematica del principio de
superposicion. La superposicién es un cierto proceso aditivo, e implica que los estados puedan sumarse de algtin
modo para dar nuevos estados. Por lo tanto, los estados tienen que estar asociados con cantidades matematicas
que puedan sumarse entre si, para dar cantidades de la misma clase. Las cantidades matematicas mas sencillas que
disfrutan de esta propiedad son los vectores. Los vectores ordinarios definidos en un espacio de un nimero finito de
dimensiones no son suficientemente generales para la mayoria de los sistemas dindmicos de la mecanica cuantica.
Nos vemos obligados a generalizar los vectores a un espacio de infinitas dimensiones, con lo que él tratamiento
matematico se hace complicado por razones de convergencia. Sin embargo, de momento (nicamente vamos a
considerar propiedades que puedan ser deducidas sobre la base de un conjunto sencillo de axiomas, y dejaremos
a un lado las cuestiones de convergencia y los temas relacionados con ella hasta que nos veamos obligados a
tenerlos en cuenta.

Es conveniente designar con un nombre especial a los vectores que se asocian a los estados de un sistema en
mecanica cuantica, tanto si forman parte de un espacio de un niimero finito de dimensiones como de un espacio de
infinitas dimensiones. Las denominaremos vectores ket. o simplemente kets, y los representaremos con el simbolo
especial | ). Si queremos especificar un ket particular mediante una letra, por ejemplo la A, la colocaremos entre
los dos signos asi, |A). La conveniencia de esta notacién aparecerd clara cuando hayamos desarrollado todo el
esquema.

Los vectores ket se pueden multiplicar por nimeros complejos y pueden también sumarse entre ellos para dar
nuevos kets; por ejemplo, de los dos kets |A) y |B) podemos formar

c1|A) + e |A) = [R) (3.1)

en donde ¢; y ¢o son niimeros complejos arbitrarios. También es posible efectuar con ellos operaciones lineales
mas generales, como sumar una serie infinita de kets, o si tenemos un ket |x) que dependa de un pardmetro x
que puede tomar todos los valores de un cierto intervalo, integrar respecto a = para obtener un nuevo ket

1) e =10)

Todo vector ket que se pueda expresar linealmente en funcién de los otros se dice que es dependiente de ellos.
Se dice que un conjunto de kets es independiente, si ninguno de ellos se puede expresar linealmente en funcién
de los otros.

Ahora hacemos la hipdtesis de que a cada estado de un sistema dinamico en un instante particular le co-
rresponde un ket, siendo la correspondencia tal que si un estado esta definido como superposicién de otros dos,
su correspondiente ket puede expresarse linealmente en funcién, de los kets correspondientes a dichos estados y
reciprocamente. Por tanto, el estado R resulta de una superposicién de los estados A y B si los correspondientes
kets estan ligados por (3.1).

La hipétesis anterior nos lleva a introducir ciertas propiedades del proceso de superposicién, que de hecho
son necesarias para que sea apropiada la palabra “superposicién”. Cuando se superponen dos o mas estados, no
importa el orden en que entran en el proceso de superposicién, y asi, dicho proceso es simétrico respecto a los
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estados que se superponen. Ademas, de (3.1) deducimos que (exceptuando el caso en que ¢; 0 ¢ sean nulos) si el
estado R puede formarse por superposicién de los estados A y B, el estado A puede formarse por superposicién
de By R,y el B por superposicién de A y R. Las relaciones de superposicién son, pues, simétricas respecto a
los tres estados A, By R.

Cuando un estado esta formado por la superposicién de otros dos se dice que es dependiente de ellos. Mas en
general, se dice que un estado es dependiente de un conjunto finito o infinito de otros estados, si su correspon-
diente ket es dependiente de los kets que corresponden a dichos estados. Se dice que un conjunto de estados es
independiente si ninguno de los estados es dependiente de los otros.

Para proseguir con la formulacién matematica del principio de superposicién tenemos que introducir una nueva
hipétesis, y afirmar que por superposicién de un estado consigo mismo no podemos construir ningtin estado nuevo,
sino que siempre obtenemos el mismo estado. Si el estado original correspondia al ket | A), al superponerle consigo
mismo el estado resultante corresponde a

C1 |A> + c2 |A> = (Cl + 02) ‘A> s

donde ¢; y c2 son nimeros. Puede ocurrir que ¢; + ca = O, en cuyo caso el resultado de la superposicién
no representa nada en absoluto, pues las dos componentes se han eliminado mutuamente por un efecto de
interferencia. Nuestra nueva hipétesis exige que, salvo en este caso particular, el estado resultante sea el mismo
que el original, y por tanto, (¢; 4 ¢2)|A) tiene que corresponder al mismo estado al que corresponde |A). Pero
c1 + c2 es un nimero complejo arbitrario, de donde deducimos que si multiplicamos el ket que corresponde a
un estado por un nimero complejo arbitrario distinto de cero, el ket resultante correspondera al mismo estado.
Asi, pues, un estado viene caracterizado por la direccién de un ket, independientemente de la longitud que le
atribuyamos. Los estados de un sistema dindmico estdn en correspondencia biyectiva con las posibles direcciones
de los vectores ket, considerando como una sola las direcciones de |A) y de —|A). ..

Dados dos estados que correspondan a dos kets |A) y |B), el estado méas general que se puede formar por
superposicién de ambos corresponde a un ket |R) que viene determinado dando dos nimeros complejos: los
coeficientes ¢; y ¢ de la ecuacién (3.1). Si multiplicamos los dos coeficientes por un mismo factor (también
complejo) el ket |[IR) quedard multiplicado por dicho factor y el estado correspondiente serd el mismo de antes.
Por lo tanto, tnicamente interviene en |la determinacién del estado R el cociente entre ambos coeficientes. Asi,
pues, dicho estado queda determinado por un niimero complejo, o lo que es lo mismo, por dos parametros reales.
Por lo tanto, dados dos estados, por superposicién de ambos podemos formar una doble infinidad de estados.

Comentario: Consideremos un espacio vectorial bidimensional (lo que serd valido para cualquier dimen-
sién). El campo escalar, puede ser los reales o los niimeros complejos. Ahora, un estado cudntico o ket, se
puede expresar (por el solo hecho de ser un vector) como una combinacién lineal de dos estados cudnticos
independientes, A y B, asi:

IR) = e1 |4} + c2 1B,

donde ¢; son escalares.
Supongamos que ¢; # 0, pudiendo expresar a |R) como:

\m:mw+§w»

Dada la naturaleza de los escalares (reales o complejos) se presentan dos casos: doble infinidad o simple
infinidad de estados. Esto aparece cuando los escalares son complejos o reales, respectivamente. Una inter-
pretacién de los coeficientes de la combinacion lineal en la que se puede expresar el ket en mecénica cuantica
es el de una amplitud de probabilidad. En este sentido, el vector |R) estd determinado por un sélo pardmetro
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independiente co/c1, dado que el ket debe estar normalizado a alguna magnitud real (usualmente a 1) si se
le quiere dar el sentido de una probabilidad. Es decir, el coeficiente “global” de la expresién anterior esta
completamente determinado.

Ahora, si los ¢; son reales entonces cualquier ket expresado en esta base se determina por un solo pardmetro
(real). En este caso hablamos de simple infinidad de estados. De otro lado, si los ¢; son complejos, el cociente
co/c1 serd complejo y por lo tanto se requiren dos pardmetros independientes (reales) para determinar
cualquier ket en esta base. En este caso hablamos de doble infinidad de estados.

6. Vectores bra y ket

Dirac: Siempre que tenemos un conjunto de vectores en una teoria matemética cualquiera podemos construir
un segundo conjunto de vectores, que los matematicos denominan vectores duales. Vamos a describir el método
de obtenerlo en el caso de que los vectores de partida sean nuestros kets.

Sea un ndmero ¢ funcién de un ket |A); es decir, que a cada ket |A) le corresponde un nimero ¢, y ademés
exijamos que la funcién sea lineal, lo que quiere decir que el nimero que corresponde a |A) + |A’> es igual a
la suma de los niimeros que corresponden a |A) y a ]A’>, y que el nimero que corresponde a c¢|A) es igual a ¢
multiplicado por el niimero que corresponde a |A), siendo ¢ un factor numérico arbitrario. Entonces, el nimero ¢
que corresponde a |A) puede ser considerado como el producto escalar de dicho | A) con un nuevo vector, existiendo
tantos vectores nuevos como funciones lineales de los vectores ket. La .justificacién de que podamos considerar
a ¢ de este modo, reside, como veremos méas adelante (véanse las ecuaciones (3.5) y (3.6), en el hecho de que los
nuevos vectores pueden sumarse entre ellos y multiplicarse por nimeros dando nuevos vectores de la misma clase.
A pesar de que los nuevos vectores sélo estan dados cuando conocemos los productos escalares con los vectores
de partida, esto nos basta para construir una teoria matematica con ellos.

Les denominaremos vectores bra o simplemente bras, y los representaremos con el simbolo ( |, imagen simétrica
del simbolo de un ket. Cuando queramos especificar un bra particular mediante una letra B, la escribiremos entre
los dos signos as, (B]. El producto escalar del bra (B| y del ket | A) lo escribiremos (B | A), es decir, yuxtaponiendo
los simbolos del bra y del ket, con el bra a la izquierda, y contrayendo las dos lineas verticales en una sola para
abreviar.

Comentario: Es bastante curioso la forma como Dirac introduce el concepto de producto escalar o
producto interior entre vectores. Se puede afirmar que es una introduccién en palabras, a diferencia de la
introduccién usual que podriamos denominar méas formal. De otro modo, la definicién de producto escalar
ofrecidad por Dirac y la definicion 2.46 no presentan ninguna diferencia. Continua Dirac estableciendo
las propiedades que debe satisfacer el producto escalar, propiedades similares a los axiomas citados en la
definicién 2.46.

Dirac: Podemos considerar los simbolos { y ) como tipos caracteristicos de paréntesis. Un producto escalar
(B| A) aparece ahora como una expresién entre paréntesis completos, mientras que un bra (B| o un ket |A)
son expresiones entre paréntesis incompletos. Por lo tanto, son vélidas las siguientes reglas: toda expresion entre
paréntesis completos expresa un nimero, y toda expresién entre paréntesis incompletos expresa un vector, que
serd bra o ket segiin tenga el primer paréntesis o el segundo.

La condicién de que el producto escalar de <B\ A> sea una funcién lineal de |A) se puede escribir simbélica-
mente asi:

(B{A) +14")} = (B| A) + (B| &) (3.2)
(Bl{clA)} = c(B| 4)

donde ¢ es un nimero.

45



Se considera que un bra estd completamente definido, cuando se conoce su producto escalar con cualquier
ket, de modo que si el producto escalar de un determinado bra con todo ket es nulo, debe considerarse también
nulo el bra. En simbolos, si

(P| A)=0, paratodo [A), entonces (P|=0 (3.4)

Definimos la suma de dos bras (B| y <B’| por la condicién de que su producto escalar con cualquier ket |A)
sea igual 4 la suma de los productos escalares de (B|y (B’| con |A),

{(Bl + (B'[}14) = (B| A) + (B'| 4), (3:5)

y el producto de un bra (B| con un nimero ¢ por la condicién de que su producto escalar con cualquier ket
|A) sea igual a ¢ multiplicado por el producto escalar de (B]|y |A),

{c(B|}|A) = c(B| A). (3.6)

Comentario: La ecuacién (3.5) corresponde al axioma PI-1 y la ecuacién (3.6) corresponde al axio-
ma PI-2.

Dirac: Las ecuaciones (3.2) y (3.5) expresan que el producto escalar de un bra y un ket verifica la propiedad
distributiva de la multiplicacién, y las (3.3) y (3.6) indican que la multiplicacién por factores numéricos verifica
las propiedades algebraicas ordinarias.

Los vectores bra, tal como los hemos introducido aqui, son de distinta naturaleza que los vectores ket, y hasta
aqui, aparte del producto escalar, no existe ninguna otra relacién entre bras y kets. Ahora hacemos la hipétesis de
que existe una correspondencia biyectiva entre los bras y los kets, tal que el bra que corresponde a |A) + ’A’ > es
igual a la suma de los bras correspondientes a |A) y |A") y el bra correspondiente a c|A) es igual a ¢ multiplicado
por el bra correspondiente a |A), siendo € el complejo conjugado de c¢. Emplearemos la misma letra para indicar
un ket y su bra correspondiente. Asi el bra que corresponde a |A) es (A].

La relacién que existe entre un ket y su correspondiente bra justifica el que llamemos a cada uno el conjugado
imaginario del otro. Nuestros bras y kets son cantidades complejas, puesto que se pueden multiplicar por niimeros
complejos obteniéndose vectores de la misma naturaleza que antes; pero son cantidades complejas especiales, ya
que no pueden separarse en parte real y parte imaginaria pura. El procedimiento habitual de obtener la parte real
de una cantidad compleja, que consiste en tomar la semisuma de dicha cantidad y su conjugada, es inaplicable
debido a que los bras y los kets son de distinta naturaleza y no se pueden sumar unos con otros. Para llamar la
atencién sobre esta diferencia, utilizaremos las palabras “complejo conjugado™ cuando nos refiramos a nimeros
u .otras cantidades complejas que puedan separarse en parte real y parte imaginaria pura, y las de “imaginario
conjugado” para las que no disfruten de esta propiedad. Para las cantidades del primer tipo, cuando queramos
indicar el complejo conjugado de una cantidad dada, emplearemos la notacién que consiste en colocar una raya
sobre dicha cantidad.

Teniendo en cuenta la correspondencia biyectiva entre bras y kets, todo estado de nuestro sistema dinamico
en un instante particular puede especificarse tanto por la direccion de un bra como por la de un ket. De hecho
toda la teoria serd simétrica en lo esencial respecto a bras y kets.

Dados dos kets |A) y |B), podemos formar con ellos un nimero (B| A), producto escalar del primero con el
imaginario conjugado del segundo. Tal ndmero depende linealmente de |A) y antilinealmente de | B). Dependencia
antilineal significa que el nimero que se obtiene con |B) + ’B’> es igual a la suma de los nimeros que se obtienen
con |B) y con |B’>, y que el nimero que se obtiene con ¢|B) es igual a ¢ multiplicado por el numero que se
obtiene con | B). Hay otro procedimiento de formar un nimero que dependa linealmente de |A) y antilinealmente
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de |B), que consiste en tomar el nimero complejo conjugado del producto escalar de |B), con el conjugado
imaginario de |A). Supondremos que estos dos nimeros son iguales, es decir

(B| A) =(A| B) (3.7)
Comentario: La ecuacién (3.7) corresponde al axioma PI-4.

Dirac: Poniendo aqui |B) = |A), resulta que el nimero (A| A) es real. Hacemos ademés la nueva hipétesis
de que
(A| A) >0, (3.8)
salvo si |A) = 0.

Comentario: Finalmente la ecuacién (3.8) corresponde al axioma PI-3. Completa Dirac en esta forma la
construccién del producto escalar, presentado implicitamente los axiomas que debe satisfacer. Remarcamos
de nuevo, la importancia que concede Dirac a explicar en palabras la justificaciéon de cada axioma.

Dirac: En el espacio ordinario, dados dos vectores, se puede formar con ellos un nimero—su producto
escalar—que es real y simétrico respecto a ellos. En el espacio de los vectores bra o en el de los vectores ket,
dados dos vectores cualesquiera también podemos formar un niimero -el producto escalar de uno de ellos con el
imaginario conjugado del otro- que ahora es complejo, y se transforma en su complejo conjugado al cambiar el
orden de los vectores. Existe, por tanto, un tipo de perpendicularidad en estos espacios, que es una generalizacién
de la perpendicularidad en el espacio ordinario. Diremos que un bra y un ket son ortogonales si su producto
escalar es nulo, y que dos bras o dos kets son ortogonales, si el producto escalar de uno de ellos por el imaginario
conjugado del otro es cero. Ademas, diremos que dos estados de nuestro sistema dindmico son ortogonales, si sus
vectores correspondientes también lo son.

Definimos la longitud de un bra (A| o de su ket imaginario conjugado |A) como la raiz cuadrada del nimero
positivo <A| A>. Si dado un estado queremos caracterizarlo mediante un bra o un ket, Gnicamente queda deter-
minada la direccién del vector, pero el vector queda indeterminado en un factor numérico arbitrario. A menudo
es conveniente elegir dicho factor de forma que el vector tenga longitud unidad. Este procedimiento se llama
normalizacion y el vector asi elegido se dice que estd normalizado. Sin embargo, aliin no estd completamente
determinado el vector, pues se le puede multiplicar por cualquier factor de médulo uno, es decir, cualquier niimero
de la forma €% con v real, sin modificar su longitud. A este niimero le llamaremos factor de fase.

Comentario: La expansién de e® para z real, por series de Taylor bien dada por [2]:
2 3 n

v _q x x x
e’ = +x+§+§+”'+ﬁ+'”
Si reemplazamos x por iy obtenemos [26]:
2 3 4
; . ) Y Y
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Como las expansiones en series de Taylor de cosy y seny son [2]:
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Entonces podemos interpretar e?¥ por:
e’ = cosy +iseny

De donde obtenemos que:

le?|? = | cosy + iseny|?
= (cosy)? + (seny)?
=1.

La longitud de un ket |A) viene dada por ,/<A| A> y la longitud del ket |A) por un factor de fase e*7,

es decir la longitud del ket e?? |A) viene dada por:

longitud de e |A) = \/(ei7 A, e A)
= /e (A4, e A)

=\/eTe (A, A)
= Ve {4, 4)
= V/(4, A).

Y es por esto que una factor de fase e?¥ no modifica la longitud de un vector.
II. VARIABLES DINAMICAS Y OBSERVABLES

7. Operadores lineales

Dirac: En la seccién anterior hemos considerado funciones lineales numéricas de kets, que nos han llevado
al concepto de bra. Ahora consideraremos funciones lineales vectoriales de kets, que nos llevaran al concepto de
operador lineal.

Sea un ket |F) funcién de un ket |A), es decir, que a cada ket |A) le corresponde un ket |F'), y supongamos
ademds que dicha funcién sea lineal. o lo que es lo mismo, que el ket |F') que corresponde a |A) + |A’> es
igual a la suma de los kets |F) correspondientes a |A) y a |A’), y que el ket |F) que corresponde a c|A)
es igual a ¢ multiplicado por el ket |F") correspondiente a |A), donde ¢ es un factor numérico arbitrario. Bajo
estas condiciones, podemos considerar el paso de |A) a |F') como la aplicacién de un operador lineal a |A). Si
introducimos el simbolo o para el operador lineal, se puede escribir

[F) = alA),

donde indicamos la aplicacién de « sobre |A) como un producto de « por |A). Establecemos la regla de que en
tales productos el ket debe estar siempre a la derecha del operador lineal. Podemos expresar ahora las condiciones
de linealidad antes mencionadas mediante las ecuaciones

of|[A) + A} = a|A) + o |A")

ofc|A)} =calA). (3.9)
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Diremos que un operador lineal estd completamente definido, si conocemos el resultado de su aplicacién sobra
cada ket. Por tanto, debemos considerar nulo a un operador lineal que aplicado a cualquier ket da cero, y asimismo
diremos que dos operadores lineales son iguales, si dan el mismo resultado al aplicarlos a cualquier ket.

Comentario: Introduce ahora Dirac el concepto de operador lineal, observese la similitud con la defini-
cién 2.52 y la correspondencia de las ecuaciones representadas por 3.9 con los axiomas OL-1 y OL-2.

Dirac: También podemos sumar operadores, y definirnos la suma de dos de ellos como aquel operador lineal
que aplicado a cualquier ket da un resultado igual a la suma de los kets que se obtienen al aplicar cada uno de
los operadores por separado a dicho, ket. Asi pues definimos o + 3 por

{a+p}A) = a|4) + B[A) (3.10)

para todo | A). La ecuacién (3.10) y la primera de las ecuaciones (3.9) nos indican que el producto de operadores
lineales por kets verifica la propiedad distributiva de la multiplicacién.

Asimismo podemos multiplicar operadores lineales entre si, y definimos el producto de dos operadores como
aquel operador lineal que aplicado a cualquier ket da el mismo resultado que se obtiene al aplicar sucesivamente los
dos operadores dados a dicho ket. Asi pues, hemos definido el producto a8 como el operador lineal que aplicado
a cualquier ket |A), lo transforma en el ket que se obtiene aplicando primero 5 a |A), y después « al resultado.
En simbolos

{aB}|A) = a{B|A)}.
Esta definicion es equivalente a la propiedad asociativa de la multiplicacién del triple producto de «, 5y |A),
y nos permite por lo tanto escribir dicho producto sin paréntesis o5 |A). Sin embargo, este triple producto no da
en general el mismo resultado que se obtendria aplicando primero « a |A) y después (3 al resultado, es decir, que
en general a3 |A) es distinto de S« |A), y por tanto, en general, o es distinto de Sa. La propiedad conmutativa
no es valida para la multiplicacién de operadores lineales.

Comentario: Cuando dos operadores conmutan ellos pueden tomar valores simultaneamente deter-
minados, fisicamente ello significa que los dos observables asociados a esos operadores pueden ser medidos
simultdaneamente. Esto de alguna manera implica que la conmutabilidad de operadores es condicién necesaria
y suficiente para la mensurabilidad simultdnea de las magnitudes fisicas. En mecénica cudntica representan
un papel muy importante los conjuntos de magnitudes fisicas que satisfacen la propiedad anterior, puesto
que todos ellos pueden medirse simultaneamente. A la totalidad de tales operadores se les llama un conjunto
completo. En algunos casos particulares el conjunto completo puede incluso ser de un tinico observable. Més
técnicamente se dice que si existe un conjunto completo de observables que conmutan, dichos observables
admiten la misma base propia.

Dirac: Puede ocurrir que en casos especiales dos operadores lineales £ y 77 sean tales que n y 1€ sean iguales.
En tal caso diremos que conmuta £ con 7, o que £ y 1 conmutan.

Combinando las operaciones dadas de suma y multiplicacion de operadores lineales se pueden formar sumas
y productos con mas de dos operadores, y asi podemos construir con ellos un algebra. En dicho algebra no sera
valida la propiedad conmutativa de la multiplicacién, y podra ocurrir también que el producto de dos operadores
lineales sea nulo sin que lo sea ninguno de los dos factores. Pero todas las demas propiedades del algebra ordinaria
seran validas, incluidas las propiedades asociativa y distributiva de la multiplicaciéon, como puede comprobarse
facilmente.

Comentario: Es un resultado conocido del analisis funcional que el conjunto de todos los operadores
lineales acotados desde un espacio normado X sobre un espacio normado Y forman un espacio normado
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(cf. [16], pag. 118). En nuestro caso es suficiente afirmar que que dicho conjunto de observables forman
un espacio vectorial, esto con el fin de satisfacer los requerimientos para un algebra establecidos por la
definicién 2.41. Ademas las propiedades mencionadas por Dirac, con respecto a asociatividad y distributividad
con respecto a la multiplicacién concuerdan con los axiomas A-1, A-2, A-3 y A-4, exigidos por la definiciéon
de algebra.

Dirac: Si tomamos un nimero k y lo multiplicamos por vectores ket, aparece como un operador lineal que se
aplica a kets, pues verifica las condiciones (3.9) substituyendo & por . Por tanto, un ndmero es un caso particular
de operador lineal. Tiene la propiedad de que conmuta con todo otro operador lineal, lo que le distingue de un
operador lineal general.

Hasta aqui tnicamente hemos aplicado los operadores lineales a kets. Pero también pueden ser aplicados a
bras, con el significado siguiente. Tomemos el producto escalar del bra (B| con el ket o |A). Tal producto escalar es
un ndmero que depende linealmente de |A) y por lo tanto, dada la definicién de bra, puede ser considerado como
el producto escalar de |A) por un cierto bra. Dicho bra depende linealmente de (B|, asi que puede considerarse
como el resultado de aplicar cierto operador lineal a (B|. Dicho operador lineal estd determinado univocamente
por el operador lineal o de antes y es l6gico decir que se trata del mismo operador lineal que actia ahora sobre
un vector bra.

Una notacién conveniente para indicar el bra que resulta de aplicar « al bra (B| es (B] «, y en dicha notacién,
la ecuacién que define (B« es

{(Bla}[4) = (B[{a]A)} (3.11)

para cualquier |A), que expresa simplemente la propiedad asociativa de la multiplicacién para el triple producto
de (B], ay |A). Establecemos la regla general de que en todo producto de un bra y un operador lineal, siempre ha
de estar el bra a la izquierda. Ahora ya podemos escribir el triple producto de (B[, ay |A) simplemente (B |a| A)
sin ningln paréntesis. Puede comprobarse facilmente que la propiedad distributiva de la multiplicacién es vélida
para los productos de operadores lineales y kets.

En nuestro esquema cabe todavia un nuevo tipo de producto, que es el producto de un ket y un bra con el
ket a la izquierda |A) (B|. Para ver qué significa dicho producto, multipliquémoslo por un ket |P) arbitrario, que
colocaremos a la derecha, y supongamos que es valida la propiedad asociativa para esta multiplicacion. Dicho
producto vale entonces |A) (B| P), o sea el ket |A) multiplicado por el nimero (B| P), y es funcién lineal
del ket |P). Por tanto, |A><B| aparece como un operador lineal que puede actuar sobre kets. También puede
actuar sobre bras, siendo su producto por un bra (Q| a la izquierda (Q | A) (B, que es igual al nimero (Q| A)
multiplicado por el bra (B|. Debemos distinguir claramente entre los productos | A)(B |y (B| A) de los mismos
factores pero en orden inverso, siendo el dltimo producto un nimero, como ya sabemos.

Comentario: Cabe mencionar aqui que la operacion definida como producto de un ket por un bra es
un tipo particular de operador de proyeccién, el cual al actuar sobre un ket particular, y que puede siempre
descomponerse en otros dos ket, uno perteneciente a un subespacio del espacio de Hilbert y otro perteneciente
a un subespacio ortogonal al primero, lo proyecta en el subespacio. Por efecto de la misma definicién del
operador, éste solo posee dos autovalores 0 y 1; el autovalor 0 estd asociado a la proyeccién del ket sobre el
subespacio ortogonal, mientras que el autovalor 1 estd asociado con la proyeccién del ket sobre el espacio de
Hilbert.

Podemos también mostrar dos casos extremos. Si el espacio de proyeccién es el propio espacio de Hilbert,
cualquier ket es su propia proyeccién, en este caso el espacio complemento es nulo. Este es el caso donde el
operador de proyeccion es la identidad.
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El otro caso es aquel donde el espacio proyeccién es identicamente nulo, el espacio complementario es
el propio espacio de Hilbert, la proyeccién de cualquier ket de este espacio se va al vector nulo. Es el caso
donde el operador de proyeccién es identicamente cero.

Dirac: Disponemos ahora de un esquema algebraico completo referente a tres clases de cantidades: vectores
bra, vectores ket y operadores lineales. Podemos multiplicarlos entre si de todas las formas indicadas, siendo
validas las propiedades asociativa y distributiva de la multiplicacién en todos los casos, pero no la propiedad
conmutativa. En el esquema general sigue siendo vélida la regla de notacién dada en la seccién anterior, de que
toda expresién entre paréntesis completos, que tenga ( a la izquierda y ) a la derecha, representa un niimero,
mientras que toda expresién entre paréntesis incompletos, que no tenga mas que { o ), representa un vector.

Respecto al significado fisico del esquema, hemos supuesto siempre que los bras y los kets, o mejor dicho
las direcciones de dichos vectores, corresponden a los estados de un sistema dindmico en un instante particular.
Ahora hacemos la nueva hipétesis de que los operadores lineales corresponden a las variables dinamicas en dicho
instante. Bajo el nombre de variables dindmicas entendemos cantidades como las coordenadas, las componentes
de la velocidad, del momento y del momento angular de las particulas asi como funciones de éstas -de hecho las
variables que se emplean en mecanica clasica-. La nueva hipdtesis exige que dichas cantidades aparezcan también
en mecanica cuantica, pero con la notable diferencia de que en ella estan regidas por un dlgebra en la cual no es
valida la propiedad conmutativa de la multiplicacion.

El hecho de que el dlgebra de las variables dindmicas sea distinta en ambas teorias es una, de las diferencias mas
importantes entre la mecéanica cuantica y la clasica. Mas adelante veremos, a este respecto, que a pesar de esta
diferencia fundamental, las variables dinamicas de la mecénica cuantica siguen gozando de muchas propiedades
comunes con sus equivalentes clasicas, y que es posible construir una teoria analoga en gran parte a la clasica
que constituye una excelente generalizacién de ella.

Comentario: Una costumbre particularmente importante y definitivamente fundamental en la mecénica
clasica, es poder identificar entre un conjunto de variables dindmicas, cuales de ellas se conservan en un
proseso fisico particular. Por ejemplo, es conocido el hecho de que el momento lineal se conserve en una
situacién fisica particular, si el espacio en el cual estd inmerso dicho proceso es homogéneo, de la misma
manera se conserva la energia si el tiempo es homogéneo, o la isotropia del espacio, pone de manifiesto la
conservacion del momento angular. La mayoria de las situaciones en fisica permiten como minimo la definicién
de alguna de esa cantidades conservadas. Al pie de igualdad la mecédnica cuantica, aunque sus variables
dindmicas hayan sido definidas, definitivamente de una forma distinta, satisface el mismo principio general,
en la practica también es comin en esa teoria tratar de encontrar en sus diferentes situaciones particulares,
cuales cantidades son conservadas en situaciones especificas, esto de algin modo permite simplificar la
complejidad de los problemas en la fisica.

Dirac: Es conveniente utilizar la misma letra para especificar una variable dinamica y su correspondiente
operador lineal. De hecho, consideraremos a ambos como una sola cosa, sin que ello dé lugar a confusién.

8. Relaciones conjugadas

Dirac: Nuestros operadores lineales son cantidades complejas, puesto que se pueden multiplicar por nimeros
complejos resultando nuevas cantidades de la misma naturaleza. Asi pues han de corresponder en general a
variables dinamicas complejas, es decir, a funciones complejas de las coordenadas, velocidades, etc. A fin de
poder ver qué clase de operador lineal corresponde a una variable dindmica real, precisamos una elaboracién mas
amplia de la teoria.

Consideremos el ket conjugado imaginario de (P| «. Dicho ket depende antilinealmente de (P| y, por tanto,
depende linealmente de |P). Por consiguiente, puede ser considerado como el resultado de aplicar un cierto
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operador lineal a |P). A este operador lineal se le llama adjunto de « y le designaremos por @. Con esta notacién,
el conjugado imaginario de (P|a es @ |P).

Comentario: Observe que la definicién de operador adjunto de Dirac es quivalente a la definicién 2.55.
Dirac: En la férmula (3.7) del capitulo 1 pongamos (P|« en lugar de (A|, y @|P) en lugar de |A). El

resultado es
(Bla| P) = (Pla| B) (3.12)

Esta es una férmula general, vélida para todo par de kets |B) y |P) y para todo operador lineal «, que nos expresa
una de las propiedades mas utilizadas del adjunto.
Substituyendo « por @ en (3.12), resulta

(B[a|P) = (PlalB) = (Bla| P),

después de haber utilizado otra vez (3.12) intercambiando |P) con |B). Esto es vélido para todo ket |P), de
donde deducimos, con ayuda de (3.4) del capitulo 1,

(Bla = (B|a,

y puesto que esta ecuacién es valida para todo bra (B[, podemos deducir que

a = Q.

Luego, el adjunto del adjunto de un operador lineal es igual al operador lineal de partida. Esta relacion entre
un operador y su adjunto es andloga a la que existe entre un niimero y su complejo conjugado, y ademas podemos
comprobar facilmente que en el caso particular de que el operador lineal sea un nimero, su operador lineal adjunto
es el nimero complejo conjugado del dado. Por lo tanto, queda justificado suponer que el adjunto de un operador
lineal corresponde al complejo conjugado de la variable dindmica. Con este significado fisico del adjunto de un
operador lineal, podemos llamar al operador adjunto igualmente operador lineal complejo conjugado, lo que esta
de acuerdo con nuestra notacién a.

Un operador lineal puede ser igual a su adjunto, en cuyo caso se dice que es autoadjunto. Corresponde a una
variable dindmica real, y por esto se le denomina también operador lineal real.

Comentario: La justificacion de que un operador auto-adjunto corresponde a una variable dindmica
real, puede ser vista a partir del teorema 2.14 que establece en la notacién de Dirac, que si « es un operador
auto-adjunto, entonces <A || A> es un numero real. Esto serd de bastante importancia cuando se hable
posteriormene de los observables de un sistema cuantico.

Dirac: Todo operador lineal puede ser separado en parte real y parte imaginaria pura. Por esta razén para
los operadores lineales se aplica la expresién “complejo conjugado” y no la de “imaginario conjugado”.

9. Auto valores y autovectores
Dirac: Es preciso hacer un desarrollo mas amplio de la teoria de operadores lineales y estudiar la ecuacién
a|P)=alP), (3.13)
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en la que « es un operador lineal y a es un nimero. Esta ecuacién se presenta con frecuencia de forma que « es
un operador lineal conocido, y el niimero a y el ket |P) son las incégnitas, que debemos intentar determinar de
modo que satisfagan a la ecuacién (3.13), sin considerar la solucién trivial |P) = 0.

La ecuacién (3.13) significa que al aplicar el operador « al ket |P), éste queda multiplicado por un factor
numérico y no cambia de direccién, o bien que queda multiplicado por el factor cero y deja de tener direccién. Por
supuesto, dicho operador « aplicado a otros kets cambiara tanto sus longitudes como sus direcciones. Tengamos
presente que en la ecuacién (3.13) lo dnico que importa de | P) es su direccién. El multiplicar | P) por un nimero
distinto de 0, no afecta a la cuestién de si satisface o no a (3.13).

Junto a la ecuacién (3.13), consideraremos la ecuacién imaginaria conjugada

(Qla=b(Ql, (3.14)

en la que b es un niimero. Aqui las incégnitas son los ndmeros b y los bras (Q| que no sean el cero. Dado que las
ecuaciones (3.13) y (3.14) son de importancia primordial para la teoria, es conveniente dar un nombre especial
al tipo de relacién entre las cantidades a que dan lugar. Si una terna «, |P) y a verifican (3.13), diremos que a
es un autovalor (eigenvalue) del operador lineal o o de su correspondiente variable dindmica, y asimismo que
|P) es un autoket (eigenket) del operador lineal « o de la variable dindmica en cuestién. Ademas diremos que el
autokek | P), pertenece al autovalor a. Anilogamente, si una terna «, (Q| y b, verifican (3.14), diremos que b es un
autovalor de « y que (| es un autobra (eigenbra) perteneciente a dicho autovalor. Desde luego, las expresiones
de autovalor, autoket y autobra Gnicamente tienen sentido con respecto a un operador lineal o a una variable
dindmica.

Con esta terminologia, si multiplicamos un autoket de a por un nimero distinto de cero, el ket resultante
es un nuevo autoket perteneciente al mismo autovalor al que pertenecia el ket de partida. Pueden existir dos o
mas autokets de un operador lineal independientes que pertenezcan a un mismo autovalor; asi por ejemplo, la
ecuacién (3.13) puede tener varias soluciones |Pl), |P2),|P3),... que pertenezcan a un mismo autovalor a, y
que sean independientes. En, tal caso es evidente que cualquier combinacién lineal de dichos autokets también es
un autoket que pertenece al mismo autovalor del operador lineal, es decir que

c1|Pl) + ¢y |P2) +¢c5|P3) + ...
és también solucién de (3.13), siendo ¢y, 2, 3, ... nimeros cualesquiera.

Comentario: El conjunto de los autovectores (ket) de un operador lineal relativos a un autovalor dado,
forma una estructura de espacio vectorial, generalmente ese espacio vectorial recibe el nombre de subespacio
vectorial relativo al valor propio dado, a veces el operador o variable dindmica solo tiene un autovector
asociado a un autovalor particular, en ese caso el espacio vectorial formado, solo tiene una dimensién y se
dice que el valor propio es no degenerado, puede suceder también que para un mismo autovalor se tengan
varios autovectores asociados, en cuyo caso el espacio vectorial formado por estos autovectores tiene varias
dimensiones, tantas como autovectores independientes esten asociadas a ese autovalor, en el dltimo caso se
dice que el autovalor esta degenerado, puede suceder que el orden de degeneraciéon de un autovalor particular
sea infinito. Exactamente estas mismas observaciones son aplicables cuando los autovectores de un observable
particular son los bra. En el caso general de un operador cualquiera, no existe un conjunto de relaciones
sencillas entre los valores y vectores propios asociados a los vectores bra y ket, sin embargo, si el operador es
hermitico las cosas son un tanto diferentes, puesto que si es posible desarrollar un conjunto de propiedades
comunes a ambos conjuntos de autovalores y autovectores. Podemos mencionar algunas propiedades como por
ejemplo: Los espectros de valores propios son los mismos para ambos conjuntos; el conjunto de autovalores
es real; el subespacio de los bra propios relativos a un valor propio dado, es el dual del subespacio de los ket
propios relativos al mismo valor propio.
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Entendemos también que pueden haber vectores propios que no pertenecen al espacio de Hilbert en
cuestion, es decir, autovectores de norma infinita, asociados a los valores propios de espectro continuo,
este tipo de autovectores satisfacen también las propiedades mencionadas anteriormente, junto con las ya
mencionadas caracteristicas respecto al producto escalar.

Dirac: En el caso particular de que el operador lineal o de las ecuaciones (3.13) y (3.14) sea un niimero k,
evidentemente todo ket |P) y todo bra (Q| satisfacen dichas ecuaciones con a y b iguales a k. Por tanto,
todo niimero, considerado como operador lineal, tiene un dnico autovalor, y todos los kets y todos los bras son
autovectores suyos pertenecientes a dicho autovalor.

Comentario: Es consecuente el considerar los nimeros como operadores lineales para el manejo de las
constantes en fisica. Si deseamos medir una constante no esperamos la probabilidad de encontrarla en un
rango de valores, por el contrario, esperamos un unico valor posible. Entonces al considerar las constantes
como operadores lineales es necesario considerar que éstas tienen un tnico autovalor, el valor de ella misma.

Dirac: La teoria de autovalores y autovectores de un operador lineal « que no sea real, no tiene gran aplicacién
en mecanica cuantica. Asi pues, a estos efectos, nos limitaremos en adelante a considerar operadores lineales reales.
Poniendo en lugar de « el operador lineal real &, resultan en lugar de las ecuaciones (3.13) y (3.14),

§|P) =alP), (3.15)
Q€ =10b(QI. (3.16)

Podemos deducir inmediatamente tres importantes resultados.

(i) Los autovalores son todos reales.

(ii) Los autovalores asociados a los autokets son los mismos que los autovalores asociados a los autobras.

(i) El imaginario conjugado de un autoket es un autobra que pertenece al mismo autovalor, y reciprocamente.
El dltimo resultado nos permite decir con razén que el estado que corresponde a cualquier autoket o a su bra
imaginario conjugado es un autoestado de la variable dindmica real &.

Los autovalores y los autovectores de algunas variables dindmicas reales se utilizan ampliamente en mecanica
cuantica y, por tanto, es conveniente utilizar una notacién sistematica para indicarlos. La que vamos a exponer a
continuacién es adecuada para la mayoria de las aplicaciones. Si £ es una variable dindmica real, sus autovalores
los designaremos por &', &" £, etc. Asi una letra sirve para designar una variable dindmica real o un operador
lineal real, y la misma letra con primas o indices indica un niimero, que es un autovalor del operador que simboliza
la letra. De este modo, un autovector puede especificarse con el autovalor a que pertenece. Asi |£’> representa
un autoket que pertenece al autovalor £’ de la variable dindmica &. ..

Teorema: Dos autovectores de una misma variable dindmica real que pertenezcan a distintos autovalores son
ortogonales.

10. Observables

Dirac: Hemos hecho un conjunto de hipdtesis acerca de cémo se representan los estados y las variables
dindmicas en la teoria matemética. Dichas hipétesis por si solas no constituyen leyes de la naturaleza, pero en
cuanto hagamos nuevas hipdtesis acerca del significado fisico de la teoria, aparecerdn como tales. Las nuevas
hipétesis tienen que establecer relaciones entre los resultados de observacién por un lado, y las ecuaciones del
formalismo matematico por el otro.

Toda observacién consiste en medir una variable dindmica. Desde el punto de vista fisico es evidente que el
resultado de dicha medicién debe ser siempre un nimero real, y asi supondremos que cualquier variable dindmica
que podamos medir debe ser una variable dindmica real. Puede pensarse que seria posible medir una variable
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dindmica compleja midiendo su parte real y su parte imaginaria por separado, pero esto llevaria consigo dos
medidas o dos observaciones. Si bien en mecanica clasica es posible, en mecéanica cuantica no lo es, pues en
general las medidas interfieren entre si -no se puede admitir que dos observaciones se realicen exactamente a la
vez, y si se hacen una detras de otra en rapida sucesion, generalmente la primera altera el estado del sistema e
introduce una indeterminacién que afecta a la segunda. Por lo tanto, debemos exigir que las variables dindmicas
que se pueden medir sean reales, y la condicién para ello en mecénica cudntica es la de la seccién (8). Sin embargo,
no toda variable dindmica real puede ser medida. Como veremos mas adelante, es necesaria otra restriccién.

Hagamos ahora algunas hipétesis acerca de la interpretacién fisica de la teoria. Si el sistema dindmico esta en
un autoestado de una variable dindmica real £ perteneciente al autovalor £, entonces estamos totalmente seguros
de que el resultado de medir £ es el ndmero &'. Reciprocamente, si el sistema estd en un estado tal que al medir
una variable dindmica real £ estamos completamente seguros de obtener un resultado particular determinado (y
no distintos posibles resultados, seglin una ley probabilistica, como ocurre en general), entonces el estado es un
autoestado de &, y el resultado de la medida es el autovalor de £ a que pertenece dicho autoestado. Dado que los
autovalores de los operadores lineales reales son siempre nimeros reales estas hipotesis son viables.

Sefialemos algunas consecuencias inmediatas de estas hipdtesis. Si tenemos dos o mas autoestados de una
variable dindmica real £ pertenecientes a un mismo autovalor £’, todo estado formado por superposicién de ellos
también serd un autoestado de £ perteneciente al autovalor £’. De aqui se deduce que si el sistema estd en un
estado formado por superposicién de otros varios para los que estamos completamente seguros de que al medir £
en cada uno de ellos obtenemos un mismo resultado £’, entonces al medir £ en él obtenemos también con toda
seguridad el resultado &’. Esto nos da cierta luz acerca del significado fisico del principio de superposicién de los
estados. Otra consecuencia es que dos autoestados de £ pertenecientes a distintos autovalores son ortogonales. De
aqui se deduce que si tenemos dos estados de un sistema y estamos completamente seguros de que al medir £ en
cada uno de ellos obtenemos un tnico resultado, distinto para uno y otro, entonces los dos estados son ortogonales.
Esto nos da, a su vez, alguna luz acerca del significado fisico de la ortogonalidad de los estados.

Cuando medimos una variable dindmica real &, la alteracion que lleva consigo el acto de la medida produce un
cambio del estado del sistema dindmico. Si llevamos a cabo una segunda medicién de la misma variable dindmica
inmediatamente después de la primera, por continuidad fisica el resultado debe ser el mismo de antes. Por tanto,
después de haber realizado la primera medicién no hay ninguna indeterminacién en el resultado de la segunda, o
sea que después de realizar la primera medicién el sistema estd en un autoestado de la variable dinamica &, siendo
el autovalor al que pertenece dicho estado el resultado de la primera medida. Esta conclusién tiene que continuar
siendo valida aunque no llevemos a cabo la segunda medida. Asi vemos que toda medida obliga al sistema a
saltar a un autoestado de la variable dindmica medida, que ademas pertenece a un autovalor igual al resultado
de la medida. Podemos concluir que, cualquiera que sea el estado en que se encuentre el sistema, todo resultado
de medir una variable dindmica real es uno de sus autovalores. Y reciprocamente, todo autovalor es un posible
resultado de medida de la variable dindmica para algtin estado del sistema, ya que con toda probabilidad sera el
resultado de la medida cuando el estado del sistema sea un autoestado perteneciente a dicho autovalor. Todo
esto nos muestra el significado fisico de los autovalores.

Comentario: Dirac ha establecido en el parrafo anterior lo que es uno de los postulados o axiomas de
la mécanica cuantica, en particular puede ser leido en la frase “ Asi vemos que toda medida obliga al sistema
a saltar a un autoestado de la variable dindmica medida, que ademds pertenece a un autovalor igual al
resultado de la medida.” Queda establecida una de las diferencias fundamentales con la mécanica clasica: la
medida afecta al sistema y lo modifica. El por qué esto sucede para algunos sistemas, en particulares para los
sistemas pequenios en sentido absoluto y se puede despreciar para los sistemas grandes en sentido absoluto,
tal como los denomina Dirac, en otras palabras, por qué “necesitamos” una fisica para el nivel macroscépico
y otra fisica para el nivel microscopico, constituye una de las preguntas, desde nuestro punto de vista mas
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importantes de la fisica contemporanea.

Dirac: El conjunto de autovalores de una variable dindmica real constituye precisamente el espectro de los
posibles resultados de medida de dicha variable dindmica, y por esta razén el calculo de los autovalores constituye
un problema importante.

Asimismo hacemos la hipétesis siguiente sobre la interpretacién fisica de la teoria: cuando medimos una cierta
variable dindmica real £ con el sistema en un estado determinado, los estados a los que puede saltar el sistema a
causa de la medida son tales que el estado original es dependiente de ellos. Pero como por otro lado los estados
a los que puede saltar el sistema son todos autoestados de &, resulta que el estado original es dependiente de
autoestados de £. Teniendo en cuenta que el estado original puede ser cualquiera, podemos concluir que todo
estado es dependiente de autoestados de &. Si definimos un conjunto completo de estados como aquel para el
que todo estado es dependiente de los estados del conjunto, nuestra conclusiéon también se puede formular asi:
los autoestados de £ constituyen un conjunto completo.

No toda variable dindmica real tiene suficientes autoestados para que constituyan un conjunto completo. Pero
aquellas cuyos autoestados no forman un conjunto completo no representan cantidades que se puedan medir. Asi
obtenemos una nueva condicién que debe verificar toda variable dindmica, ademéas de la de ser real, para que se
pueda medir. Toda variable dinamica real cuyos autoestados constituyan un conjunto completo, la denominaremos
con el nombre genérico de observable. Por tanto, toda cantidad que se pueda medir es un observable.

Comentario: Dirac estable de nuevo en este punto otro de los postulados actuales de la mécanica
cuéntica, el relacionado con los observables. Por ejemplo, [10] lo establece como el postulado No. 2 de la
siguiente forma:

1. A cada observable fisico A corresponde en el espacio de Hilbert un operador lineal hermitico A que
posee un conjunto completo ortonormal de vectores propios ay(x), as(x),asz(x),... y un conjunto co-
rrespondiente de valores propios Ay, As, As, ...

~

Aa;(z) = Aja,(x) 1=1,2,3...

Reciprocamente, a todo observable de ese tipo en el espacio de Hilbert corresponde un cierto observable
fisico.

2. Los unicos valores posibles que puede dar toda medida de A son los valores propios Ay, As, As, ...

Aunque sabemos que la experimentacién confirma los postulados de la mécanica cuantica, no deja de
sorprendernos, el proceso por el cual son propuestos. Cada uno de ellos establece una relacién bidireccional
y compleja entre la matematica y la fisica, relacion que no debemos dejar de cuestionar.

Dirac: La cuestién que se plantea ahora es si todo observable puede ser medido. La respuesta tedrica es que
si. En la practica puede resultar muy dificil o incluso puede estar fuera del alcance del ingenio del experimentador,
el imaginar un aparato capaz de medir un observable particular, pero segtin la teoria siempre existe. . .

A menudo resulta muy dificil establecer desde el punto de vista matematico si una variable dindmica real
concreta satisface o no la condicién para ser un observable, ya que, en general, el problema de hallar los autovalores
y los autovectores es muy dificil de resolver. Sin embargo, pueden existir poderosas razones experimentales que
nos permitan admitir que dicha variable dinamica puede ser medida, y en tal caso supondremos l6gicamente que
es un observable pese a carecer de una demostracién matematica. Esto lo haremos con frecuencia durante el
desarrollo de la teoria, y asi supondremos por ejemplo, que la energia de cualquier sistema dindmico es siempre un
observable, si bien con los métodos actuales del analisis matemético sélo se ha podido demostrar en casos muy
sencillos.
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En el caso particular de que la variable dindmica sea un nimero, todo estado es autoestado de él, y evidente-
mente dicha variable dindmica es un observable. Al medirlo obtendremos siempre el mismo resultado, o sea que
se trata de una constante fisica, como por ejemplo la carga del electrén. Por tanto, una constante fisica se puede
considerar en mecénica cuantica bien como un observable con un Gnico autovalor o como un simple niimero que
aparece en las ecuaciones, siendo ambos puntos de vista completamente equivalentes. . .

Implicitamente habiamos supuesto hasta ahora que nuestros bras y kets tenian longitud finita y que sus
productos escalares eran finitos. Ahora nos vemos obligados a limitar dicha condicién cuando tratamos con
autovectores de un observable cuyos autovalores forman un dominio de medida no nula. Si no la limitdsemos no
seria posible considerar casos en que los autovalores constituyeran un dominio de medida no nula, y nuestra teoria
resultaria insuficiente para una gran parte de los problemas reales. ..

El espacio de los bras o el de los kets, cuando exigimos que los vectores tengan longitud finita y que los
productos escalares sean finitos, constituye lo que los mateméaticos denominan un espacio de Hilbert.

Comentario: Se preguntara el lector porqué en nuestro capitulo de prelimanares matematicos se hizo
hincapie en la importancia de los espacios de Hilbert para la mecanica cuantica y hasta ahora es la primera
vez que son mencionadados. Nuestra respuesta parcial consiste en que en el momento en que Dirac escribia
su obra (1930) no era tan evidente la relacién entre los espacios de Hilbert y la mecanica cuéntica. Por
el contrario, los autores actuales mencioanan de inmediato los espacios de Hilbert y su asociacién con los
estados de un sistema cuantico.

Por ejemplo, [6] habla del espacio L?[—o0, +00] como el espacio natural de la mecénica cudntica, inclusive
menciona que este espacio es demasiado amplio y sugiere un subsespacio de trabajo F C L?[—o0, +oc] que
estarfa formado por funciones con ciertas propiedades de regularidad (definidas en cualquier parte, continuas,
infinitamente diferenciables, de dominio acotado).

Continuado con la indagacién acerca de la naturelaza del espacio donde opera la cuantica, nos encotramos,
por ejemplo con el postulado No. 1 que presentan [9]:

“A cada sistema fisico que se pretenda describir en el marco de la mecdnica cudntica se le hace corres-
ponder un espacio de Hilbert complejo y separable. Un estado puro de este sistema fisico en un instante de
tiempo t se representa por un rayo unitario \I/(t)>R perteneciente al espacio de Hilbert correspondiente. Un
elemento |U(t)) del rayo |‘1/(t)>R se llamard vector estado o ket.”([9], pag. 38).

Estos mismos autores mencionan que surgen cuestiones inmediatas acerca de, el por qué aparecen los
espacios de Hilbert en la mecanica cuantica, por qué éstos espacios han de ser complejos y separables y
por qué los estados puros corresponen a rayos unitarios, y sugieren algunas lecturas donde debido a ciertas
hipoétesis plausibles las cosas son asi.

La pregunta en este punto es por los fundamentos fisicos, mateméaticos, epistemologicos y filosoficos
de la mecédnica cudntica. Por supuesto no es este el lugar (suponiendo que estuvieramos en condiciones)
para afrontar semejante tarea. Afirmamos eso si que tales preguntas son pertenientes en el marco de una
investigacion cientifica, y seguiremos de alguna forma las marcas senaladas por ellas.

Dirac: Los bras y los kets que empleamos aqui dan lugar a un espacio méas general de lo que corresponde a
un espacio de Hilbert. ..

Comentario: El espacio de los vectores (ket) de la mecdnica cudntica, estéd formado por todos aquellos
elementos cuya norma sea finita, es decir, vectores de longitud finita. Es natural que el producto escalar de
vectores finitos sea finito, lo cual es un requisito indispensable en la mecénica cudntica. Es comtn en la teoria
que los vectores que representan estados dindmicos son efectivamente de norma finita, ahora bién el estudio
de los espectros continuos de alguna manera exige la introduccién de vectores propios de longitud infinita,
como es el caso de los autovectores del operador de posicién, o el operador momento lineal, para citar dos
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de ese tipo de autovectores. Estos autovectores deben ser incluidos en la clase de vectores que representan
verdaderos estados dindmicos y aunque ellos no pertenecen al espacio de Hilbert en cuestion, es en principio
posible exigir que el producto escalar de uno de tales vectores, de norma infinita, con otro vector de norma
finita sea finito. Por el contrario el producto escalar de dos vectores de norma infinita no necesariamente
converge. En sintesis, los vectores de norma infinita no pertenecen al espacio de Hilbert, sus diferenciales si
(cf. [23], pag. 229). Con esto en mente una expresién de la forma

[ @) da.

en la cual estd expresada una cierta combinacion lineal de vectores ket de norma infinita, converge a un
elemento del espacio de Hilbert.

12. Interpretacioén fisica general

Dirac: Las hipétesis introducidas al principio de la seccién (10) nos dan una interpretacién fisica de la teoria
matematica que sélo se puede aplicar en casos particulares, pues Ginicamente sirve para autoestados. Necesitamos
alguna hipétesis mas general que también nos permita obtener informacién fisica a partir de la teoria matematica
cuando no consideremos autoestados.

En mecanica clasica decimos que un observable “tiene un valor” para cualquier estado del sistema. jQué es lo
que corresponde a esto en mecénica cuantica? Si consideramos un observable £ y dos estados x e y correspondientes
a los dos vectores (z| e |y), podemos formar el nimero (z |¢|y). Dicho niimero no tiene caracteristicas anélogas
al valor que “tiene” un observable en la teoria clasica por tres razones principales: (I) hace referencia a dos
estados, mientras que el valor clasico siempre se refiere a uno, (I1) en general no es un ndmero real, y (lll) no
estd univocamente determinado por el observable y los estados, pues los vectores (x| e |y) contienen factores
numéricos arbitrarios. Incluso si imponemos la condicién de que (z| e |y) estén normalizados, (x |£|y) continuaré
estando indeterminado en un factor de médulo uno. Sin embargo, si tomamos dos estados idénticos y elegimos
ly) de modo que sea el vector imaginario conjugado de (x|, ninguna de las tres razones apuntadas tiene validez.
El ndmero que obtenemos en este caso <x €] a:> es necesariamente real y estd univocamente determinado si (z|
estd normalizado, pues si multiplicamos (x| por el factor numérico €' siendo ¢ un nimero real, tenemos que
multiplicar |z) por e, y (x [£| ) toma el mismo valor de antes.

Por tanto, podriamos hacer la sugestiva hipdtesis de que cuando el sistema esta en el estado x, el observable ¢
“tiene un valor” <x €] :U> en un sentido anélogo al clasico. Sin embargo, esta hipdtesis no seria satisfactoria por la
siguiente razén. Consideremos un segundo observable 7 que segln la hipétesis anterior tendria un valor <x 7] a:>
cuando el sistema 'estd en el mismo estado de antes. Por la analogia clasica, para este estado la suma de los
dos observables deberia tener un valor igual a la suma de los valores de los dos observables por separado, y el
producto un valor igual al producto de dichos valores. La hipétesis nos llevaria al valor (z|£ + n|z) para la suma
de los dos observables, que coincide con la suma de (z |{|z) y (z|n|z), pero para el producto nos conducirfa al
valor (z |¢n| x) o bien al (z|7¢|x), y ninguno de ellos esta relacionado de forma simple con (z [¢|z) y (z |n| ).

Pero como la hipétesis sélo falla para el producto, seria légico decir que <x €] :c> es el valor medio (que también
se llama valor esperado) del observable £ en el estado z, ya que el promedio de la suma de dos cantidades tiene
que ser igual a la suma de promedios de dichas cantidades, pero el promedio del producto no tiene por qué ser
igual al producto de promedios. Por tanto, hacemos la hipdtesis general de que si medimos el observable & un gran
ndmero de veces cuando el sistema est3 en el estado que corresponde a |x), el valor medio de todos los resultados
obtenidos serd (x |¢| z) si |x) estd normalizado. Si |z) no est4 normalizado, como ocurrird necesariamente en el
caso de que el estado x sea un autoestado de cierto observable perteneciente a un autovalor que forma parte de

58



un dominio de autovalores de medida no nula, la hipdtesis se convierte en que el valor medio de las medida de &
es proporcional a <:v €] sc> Esta hipétesis general nos da la base para la interpretacién fisica general de la teoria.

Comentario: Es frecuente relacionar la mecénica cudntica con incertidumbre, no determinismo, etc. En
este punto mencionamos que la mecanica cuantica nos ofrece un mundo determinista y no determinista de
acuerdo a ciertas circuntancias, Penrose lo plantea de esta forma:

“La verdad es que las descripciones cudnticas son muy precisas, ..., aunque radicalmente diferentes de
las familiares descripciones cldsicas. Ademds encontraremos que, pese a la opinién comin en contra, las
probabilidades no surgen en el infimo nivel cudntico de las particulas, dtomos o moléculas -éstos evolucionan
de modo determinista- sino que, aparentemente, lo hacen por via de cierta misteriosa accion a mayor escala
ligada a la emergencia de un mundo cldsico que podemos percibir conscientemente” ([27], pag. 287)

Las ciertas circunstancias a las que hacemos referencia corresponden al proceso de la medida. Si no
medimos el sistema, es decir si no interectuamos con él, evoluciona de un modo determinista; pero en el
momento en que deseamos conocerlo, es decir en el momento en que deseamos que emerga en nuestra
realidad, surge la probabilidad, surge la incertidumbre. Esto admite una situacién inversa, podemos decir
que mientras el sistema no sea medido, esta en una superposicion de estados no determinada, pero una
vez se realiza la medicion, el sistema se colopsa y adopta un estado determinado por el valor obtenido en
la medida. No esperamos resolver esta situacién en este momento, deseamos simplemente compartir con el
lector nuestros interrogantes.

Dirac: Unicamente podemos decir en mecania cuantica que un observable “tiene un valor” particular en un
estado determinado, cuando estemos totalmente seguros de que el resultado de medirlo es siempre dicho valor
particular, o sea, cuando el sistema esté en un autoestado del observable. Si convenimos en utilizar la expresién
de que un observable “tiene un valor” con este significado restringido, es facil comprobar con la ayuda del algebra
introducida, que si dos observables tienen un valor para un estado particular, entonces para dicho estado la suma
de los dos observables tiene un valor igual a la suma de los valores de los dos observables, y el producto de ellos
tiene un valor igual al producto de los valores de los dos observables.

Comentario: Es comin en la mecanica clsica asociar a un sistema fisico, por ejemplo, una posiciéon y un
momento lineal bien definidos y decir que su estado dindmico queda perfectamente definido. Contrariamente
en mecanica cuantica no se puede hacer dicha aseveracion, puesto que no tenemos valores bien definidos de
estas variables dindmicas. Como las funciones de onda tienen una cierta extension espacial, no es posible
asignarle a ella una posicion precisa, sino mas bien una probabilidad de encontrar la particula localizada en
una determinada regién del espacio, cuando se realiza una determinada medida de la posiciéon. Del mismo
modo, no podemos atribuirle a un sistema fisico paticular un momento lineal bien definido, ya que la onda
asociada al sistema es en realidad una superposicién de ondas planas de vector de onda variable. Se puede
solamente saber cual es la probabilidad de encontrar el sistema fisico con un momento lineal especifico.
En mecéanica cudntica no tenemos pues certezas acerca de las variables dinamicas, sino probabilidades de
ocurrencia de dichas variables.

Dirac: En el caso general no tiene sentido hablar del valor que tiene un observable para un estado particular
del sistema, pero si podemos hablar del valor medio de dicho observable en ese estado. Podemos incluso ir mas
allda y hablar de la probabilidad de que al medirlo obtengamos dicho valor. Esta probabilidad puede obtenerse
seglin la hipétesis general del siguiente modo.

Sea el observable £ y consideremos el estado correspondiente al ket normalizado |z). La hipétesis general no
sélo nos da el valor medio de £ que es <x €] x> sino también el valor medio de cualquier funcién de £ tal como

f(&), que sera <x |f(§)| x> Tomemos como f(£) una funcién de € que valga 1 cuando £ = a, siendo a cualquier
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namero real, y cero en cualquier otro caso. De acuerdo con nuestra teoria general de funciones de un observable,
dicha funcién de £ tiene sentido, y podemos designarla en conformidad con la notacién general del simbolo § con
dos subindices definida por®

0 sir#£s

Ops =
# 1 sir=s

El valor medio de dicha funcién de £ es precisamente la probabilidad P,, de que £ tenga el valor a. O sea

P, = (2 [6¢a] 7). (3.17)

Si @ no es autovalor de &, d¢, multiplicado por cualquier autoket de £ es cero y, por tanto, d¢, =0y P, = 0.
Esto estd de acuerdo con la conclusién de la seccién (10), de que todo resultado de la medida de un observable
tiene que ser uno de sus autovalores. . .

La hipétesis de la seccién (10) de que cuando el sistema estd en un autoestado de & perteneciente al auto-
valor £’ toda medida de £ da con seguridad el resultado &', estd de acuerdo con la hipétesis general relativa a la
interpretacion fisica, y de hecho es consecuencia de ella. Segiin la hipdtesis general, si ‘§’> es un autoket de &
perteneciente al autovalor &', entonces en el caso de que los autovalores de £ constituyan un conjunto discreto,
resulta

ea |€) =0 salvopara a=¢.

En este caso, la probabilidad de que £ tenga un valor distinto de & cuando el sistema estd en el estado
correspondiente a |¢') es cero.

En la practica es imposible obtener un sistema estrictamente en un autoestado de & perteneciente a un
autovalor £’ que forme parte de un intervalo de autovalores, ya que para ello seria necesaria una precisién absoluta.
Lo maximo que se puede conseguir en la practica es que £ tenga un valor perteneciente a un pequefo intervalo
alrededor del valor &’. El sistema estard entonces en un estado parecido a un autoestado de £. Asi pues un
autoestado perteneciente a un autovalor que forme parte de un intervalo de autovalores es una idealizacién
matematica, y no se puede realizar en la practica. A pesar de ello dichos autoestados tienen un papel muy
importante en la teoria, y sin ellos no podriamos hacer gran cosa. La ciencia contiene muchos ejemplos de
conceptos tedricos que son limites de cosas que se dan en la practica, y que son de gran utilidad para la formulacién
precisa de las leyes de la naturaleza, pese a que no se pueden llevar a cabo experimentalmente; y éste no es mas
que uno de ellos. Es posible que el que la longitud de los kets correspondientes a estos estados sea infinita esté
relacionado con su irrealizabilidad practica, y que todos los estados realizables corresponden a kets que puedan
ser normalizados y que, en consecuencia, forman parte de un espacio de Hilbert.

Comentario: Finaliza Dirac la presentacion del capitulo presentando de nuevo el problema y la relacion
entre la matemaética y la fisica. No es desconocida la posiciéon de Dirac acerca de la conveniencia de la belleza
matemdatica en la fisica; el apelar a los estados realizables, es decir, aquellos estados sobre los cuales la
experimentacién es posible ([8], pdg. 100) creemos que es su intento en establecer dicha belleza matematica.

No deseamos terminar esta secciéon acerca de la mecanica cudntica, sin mencionar que aunque hemos
presentado una teoria sélida y aparentemente completa, la realidad es similar a la de cualquier campo
del conocimiento. La mecanica cuantica actual —de la cual s6lo hemos mencionado una pequena parte—,
corresponde al estado actual del conocimiento en dicha area. Tal como estd formulada, en particular con
sus interpretaciones, existen detractores de la talla de Einsten, Prigogine y el mismo Dirac, con objeciones

3Esta funcién es conocida con el nombre de § de Kronecker.
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bastante plausibles. Queremos decir con esto que creemos y esperamos en futuros desarollos tedricos y
experimentales que permitan ampliar el campo de aplicacién, entender mejor los fundamentos y principios,
los problemas y sus posibles soluciones y las limitaciones de la mecénica cuantica, pero esto no es mas que una
pequena cara de nuestra ambicién por comprender y relacionarnos mejor con lo aquello que denominamos
la realidad.

3.3. Definiciones adicionales

Presentamos a continuaciéon algunas definiciones adicionales que seran necesarias en el desarrollo de la
maquina cudntica.

Definicién 3.1. Sea £L£1 y EL2 dos espacios vectoriales y sean los kets |A) € EL1 y |B) € ELo. Se puede
formar el ket producto |A) |B) y se representa por |A);|B). Los kets |A);|B) subtiende un nuevo espacio
vectorial, el espacio EL1 @ ELy que se denomina producto tensorial de los espacios EL1 y ELy (cf. [27],
pdg. 238). Si dim ELy =n y dim ELy = m entonces dim EL, @ ELy = nm.
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Capitulo 4

Maquina cuantica

Presentamos en este capitulo la nocién de maquina cuantica tal como fue propuesta por David Deutsch
en su articulo [8]. Es importante aclarar que el objetivo de este proyecto no era aprehender este concepto,
sino el adquirir el lenguaje subyacente al mismo. Sin embargo y por supuesto, consideramos necesaria esta
aproximacién inicial a la maquina cuantica. La metodologia de trabajo sera la siguiente, Deutsch construye
su méaquina a partir de ciertos elementos que son presentados en pocas palabras y definidos usualmente
por ecuaciones. Presentamos entonces dichas ecuaciones que seran marcadas por los nimeros Deutsch — x,
alrededor de cada ecuacion existirdn unos comentarios que fueron traducidos y adaptados libremente de los
comentarios realizados por Deutsch, estos comentarios y la(s) ecuacién(es) respectiva serdn encerrados en
un caja, de la siguiente manera:

Comentario realizado por Deutcsh
ecuacion, (Deutsch-xx)

comentario realizado por Deutsch.

De cada ecuacién realizaremos una explicacion que esperamos permita observar la relacion entre los conceptos
expuestos en los capitulos anteriores y la compresién de la misma.

4.1. Elementos estaticos

Comenzaremos nuestra presentacién de un modelo cudntico de computacién que denotaremos MTQ
(Mdquina de Turing Cuéntica) por los elementos estdticos de la misma.
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4.1.1. Estados

Una MTQ contiene un conjunto finito de estados definido por un
conjunto finito de M observables 2-estado dado por:

{n;} (i € Zn) donde Zp ={0,1,...,M —1}.
(Deutsch-1)
Es decir, el conjunto de estados de una MTQ es un conjunto de
observables {Ng,N1,...,Ar—1}, este conjunto serd representado
por 7.

Miremos un poco mas de cerca esta definicion. Deutsch afirma que cada observable 7 es un observable
2-estado (2-state en el original). Podemos pensar esto como si cada observable 7i tuviera asociado dos auto-
vectores, denotenos estos auto-vectores por |A1) y |As) respectivamente, entonces tendriamos que:

n|Ap) = ai|Ay),
n |A2> = az |A2> 5

donde a; y as son los auto-valores del observale 7i correspondientes a los auto-vectores | A1) y |Az) respectiva-
mente. A partir de la propiedad de los observables de ser 2-estado, también es licito pensar que los operadores
operan sobre un espacio finito bidimensional. De acuerdo los resultados del dnalisis funcional, un operador
lineal que opera sobre un espacio finito puede ser representado por un matriz (cf. [16], seccién 2.9). Vamos
a presentar como podria ser el operador 7 desde la perspectiva de las matrices, nuestra presentacién sera
realizada con elementos nimericos concretos para enfatizar mejor lo que queremos indicar. Necesitamos una
matriz bidimensional n que multiplicada por un vector A; obtengamos un escalar a; por el mismo vector A;
y que multiplicada por un vector Ay obtengamos un escalar as por el mismo vector As.

Sean n, A; y Ay definidos por:

Es decir, el vector {1

|1
O] es un auto-vector de la matriz [

0 _J y le corresponde el auto-valor 1, asimismo, el

0 . . . -
vector 1| ¢s otro auto-vector de la matriz y le corresponde el auto-valor —1. Finalmente, si mutiplicamos

la matriz n por otro vector diferente a A; y As podemos observar que éste no es un auto-vector de ella.
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4.1.2. Memoria

La memoria de la MTQ que corresponde a la cinta unidimensional bi-
infinita en una maquina de Turing, estd definida por un conjunto infinito
de observables 2-estado representados por:

{m;} (i €Z) donde Z es el conjunto de los ntimeros enteros.
(Deutsch-2)
Es decir, la memoria (cinta) en una MTQ es un conjunto de observa-
bles definido por {...,r_1, g, M1, ... }, este conjunto serd representado
por m

El conjunto de observables 1 y puede ser interpretado afirmando que cada observable 7m; corresponde a
una celda en la cinta infinita bidimensional:

cinta
observables | ... | m_o | M_q1 | Mg | My | T

Con respecto a este conjunto infinito de observables, afirmamos que tiene las mismas caracteristicas que los
observables definidos para los estados, es decir, cada uno de ellos tiene dos auto-vectores y un auto-valor
asociado a cada uno de ellos. Si existe un punto que nos crea algo de incomodidad es con respecto a la
infinitud del conjunto. Es dificil concebir un sistema cuantico con infinitos observables en operacién, aunque,
en forma similar, es difti cil concebir una cinta unidimensional bi-infinita para una méaquina de Turing. Esta
situacién se puede entender bajo la hipdtesis que aunque el conjunto de observables sea potencialmente
infinito, sol6 una parte de ellos serd usada en cada paso de computacién.

4.1.3. Posicién actual

Completando el conjunto de observables de un MTQ esté la posi-
ci6n actual en la memoria (cinta) que se define por un observable
Z de espectro los Z.

Es natural comprender que el conjunto de posibles auto-valores (el espectro) del observable & sea los Z
debido a la que la MTQ puede estar en cualquier posicién de memoria (cinta). Aunque es bastante claro
que esto debe ser asi desde el punto de vista de los auto-vectores es necesario el siguiente comentario, es
posible que un auto-valor tenga asociados dos o mds auto-vectores (en este caso se habla de auto-valores
degenerados), pero la situacién que nos interesa en este caso es que un auto-vector tenga asociados dos o
més auto-valores y esto no es posible. Debido que el observable Z tiene un conjunto infinito de auto-valores,
entonces tiene un conjunto infinito de auto-vectores y este conjunto infinito forman una base infinita para
el espacio sobre el cual opera el operador, entonces este espacio es infinito dimensional.
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4.2. Elementos dinamicos

Para hablar de los elementos dindmicos de una MTQ es necesario
hablar del estado de la MTQ. Diremos que el estado de la MTQ se
representa por un vector unitario en el espacio de Hilbert sppaned
por los auto-vectores simultaneos correspondientes

|z m) = |@5n0,m0 . npr—15 . M1, Mg, My .. ).
(Deutsch-3)
a los observables de la posicién actual Z, al conjunto de estados de
la maquina A y a la memoria (cinta) de la maquina 7, marcados
con los correspondientes auto-valores x, n y m.

Veamos un poco méas de cerca esta definicién del estado de una MTQ. El vector de estado es un vector
unitario, lo cual quiere decir que esta normalizado, es decir que su norma o longitud es uno. Este vector
pertenece a un espacio de Hilbert. La notacién empleada por Deutsch y los comentarios para el caso por
ejemplo del observable & significan que su auto-vector se representa por |z) y su auto-valor por x. Observe
el lector que en la ecuacién (Deutsch-3) se emplea un signo de equivalencia (=) que corresponde a escribir el
elemento de la izquierda en la forma del elemento de la derecha, porque de acuedo a la convencién utilizada
hasta ahora tenemos que n = {ny,na,...,nyty que m = {...,my,mg,m1,... }.

Con base en esta equivalencia nos limitaremos a hablar acerca del elemento |z;m;m) en la ecua-
ci6n (Deutsch-3). La notacién empleada corresponde a la defincién 3.1 de espacio tensorial. El término
spanned corresponde a la formacién de este producto tensorial. Podriamos hacer una analogia deciendo que
el estado de la MTQ pertence a un espacio de tres “dimensiones” y cada uno de los elementos x, n y m
representa una “coordenada” de dicho espacio; en otras palabras, para representar el estado de una MTQ
necesitamos tres “coordenadas” diferentes.

El estado de la MTQ puede ser representado por la funciéon de
estado |1/)(t)> € H. Su evolucién temporal estd representada por
un operador unitario constante U sobre el espacio de Hilbert H
definida por:

WJ(”T» =U" |?,/1(0> (nezt). (Deutsch-4)

En este caso diremos que la relacién implicita entre un ket |A) y una funcién de estado 1 (t) esta relacio-
nada con algo llamado la representacion del ket. Por el momento simplemente aceptaremos que |z;n;m) =
|1(t)), para efectos de observar la evolucién del estado de la MTQ. El término |¢(nT)) = U™ |(0)) en la
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ecuacion (Deutsch-4) puede ser entendido asi:

donde, %(0) representa el estado inicial (posicién actual, informacién en la memoria (cinta), estado actual)
de la MTQ.

El término (n € Z1) en la ecuacién (Deutsch-4) significa que la computacién evoluciona en el sentido
positivo del tiempo y en unidades discretas de éste. No tiene sentido pensar en una computacion hacia atras,
esto no quiere decir que la computacién no pueda ser reversible, porque la reversibilidad significa llegar al
mismo estado anterior en un estado posterior de tiempo, es esta situacién no estamos devolviendo el tiempo,
estamos regresando el sistema a su estado inicial.

Para ejemplificar el comportamiento de un operador U, vamos a simplificar el espacio de operacién a un
espacio 4-dimensional. Este ejemplo serd construido con base en [33].

Sea
1 0 0 0
U 01 0 0
= 1 T,
00 5
00 - =%
V2 V2
nuestro operador de evolucién.
Sean
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1

una base para nuestro espacio 4-dimensional. Supongamos que el sistema se encuentra en un estado inicial
definido por |¢(0)) = [11). En este caso la evolucién del sistema viene dada por:

(1)) = U [4(0)),

0 10 0 o01]To
0 01 0 0 |]o
1 | = 1 1
V2 005 | |0
_ 1 o o L —11(q
V2 vz V2
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El nuevo estado |¢(1)> puede ser expresado como combinacién lineal de elementos de la base por |¢(1)> =
1(]10) — [11)).

Supongamos ahora que el sistema se encuentra en un estado inicial definido por |¢(O)> = |00). Su
evolucién estd dada por:

[¥(1)) = U [(0)),

1 1 0 0 0 1

0 01 0 0 0
= 1 1

0 0 0 ? 7% 0

1 0 0 NS 0

Es este caso observamos que el estado no cambio, esto quiere decir que el estado |00) es un auto-vector del
operador U con un auto-valor asociado de 1.

Continuando con la evolucién del estado de la MTQ decimos que
la computaciéon comienza en ¢ = 0. En este momento £ y 7 son
preparados con el valor cero. El estado de un ntimero finito de los
1M es preparado con la entrada a la MTQ. Ademas

9(0)) =D A [0;0;m) (Deutsch-6a)

Z Aml? =1 (Deutsch-6b)

donde solamente un ntmero finito de los A, son no cero.

Hablemos inicialmente de la ecuacion (Deutsch-6a), los términos |0) y |0) corresponden a inicializar en
cero los observables & y i respectivamente, por lo que la parte “interesante” de la ecuacién (Deutsch-6a)
corresponde a:

[¥(0)) = > A |m) (4.1)

Desafortunadamente, Deutsch utiliza la misma letra m para varias cosas, no obstante escribiremos la
ecuacion (4.1) por:

[9(0)) =D A ) (4.2)

Observe que hemos representado el conjunto de auto-vectores |m) por |m.,). ;Qué quiere decir entonces
la ecuacién (4.2)7 Quiere decir que el estado ’1/}(0)> puede ser descrito como una combinacion lineal de la base
formada por los auto-vectores |m,,) correspondiente al observable 7r. Cada uno de estos auto-vectores |my, )
tiene asociado un auto-valor que denotaremos por m,,. El término |\,,|? expresa la probabilidad de encontrar
el auto-valor my, cuando se mida el observable i si el sistema est4 en el estado |¢(0)) (cf. [17], pdg. 10). La
suma de estas probalidades debe ser igual a 1 y esto es precisamente lo que expresa la ecuacién (Deutsch-6Gb).

La probabilidad |\,,|? puede ser también expresada de la siguiente forma:

Sea
|A> = Z Am ‘Bm> )
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un vector expresado como combinacién lineal de elementos de una base B = {Bj, Bs, ... }, correspondiente
a un observable B. Si multiplicamos a ambos lados por un elemento |B,,) arbitrario de la base, obtenemos:

<B" | A> = |B7L> Z /\m |Bm>

Pero los elementos de una base debido a su ortogonalidad y a su ortonormalidad satisfacen la propiedad

siendo dy, , €l delta de Kronecker definido por:

5mn:{0 sim#n

1 sim=n.

Entonces podemos escribir la ecuacién (4.3) por:

(Bu| A) =" Ambmn
e
Si obtenemos el médulo al cuadrado a ambos lados, tenemos:
(B | A)[* = ]

Es decir la probabilidad de encontrar el auto-valor B,, correspondiente al auto-vector |B,,), cuando se mide
el observable B, en un sistema que estd en un estado [A) = 3" A, [By,) viene dada por | (B, | A)|?, o lo
que es lo mismo, viene dada por |\, |%.

4.3. Observacion final

Como esperamos haya podido observar el lector, la esencia de la MTQ corresponde al operador de
evolucién temporal U. Cada MTQ corresponde a un operador U diferente. Este operador evoluciona el
sistema de un estado |z;m;m) a un estado ’x' n';m/ > y de acuerdo a Deutsch puede ser representado
por una matriz con ciertas caracteristicas. Suspendemos en este punto la presentacién de la MTQ. Somos
consientes que hemos dejado algunas lagunas importantes en nuestra exposicion, pero por la justa razon
que al elaborar este informe lo son también para nosotros. Diremos finalmente, que hemos presentado un
nuevo proyecto de investigacion, continuaciéon inmediata de éste, en cual esperamos poder resolver algunas
de nuestras inquietudes y por supuesto generar algunas nuevas.
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Capitulo 5

Conclusiones

Inicialmente mencionamos que no nos satisface la palabra “conclusiones” en su lugar seria més conveniente
utilizar la palabra “continuaciones”. Es dificil registrar y plasmar los diferentes momentos vividos durante
una investigaciéon. Momentos que van desde la angustia por los infinitos caminos de exploracién que se abren,
de desilusion por los obstaculos encontrados, hasta la satisfaccién (ingenua) de haber aprehendido algo nuevo.

Hemos decidido exponer nuestras “continuaciones” ofreciendo al lector algunos apartes del proyecto de
investigacion que hemos presentado para ser desarrollado en el afio de 1999 ;Mdquina de Turing Cudntica
Autorrefencial: Una Posibilidad?. Este proyecto se presenté varias semanas antes de realizar este informe y
estamos seguros que el lector observara, que dicha presentacién exigio una competencia a-priori en algunos
conceptos de la mécanica cuantica que son necesarios para manipular el constructo denominado mdquina
cudntica. El desarrollo de dicha competencia, fue la idea generatiz del proyecto de investigacion que hemos
presentamos en este informe.

Planteamiento del problema: Proyecto ;Maquina de Turing Cuantica Autorrefencial: Una
Posibilidad?

1. Introduccion

Con base en la nociéon de deseo de Lyotard: “El deseo no pone en relacion una causa y un efecto,
sean cuales fueren, sino que es el movimiento de algo que va hacia lo otro como hacia lo que le falta
a st mismo. Eso quiere decir que lo otro estd presente en quien desea, y lo estd en forma de ausencia.
Quien desea ya tiene lo que le falta, de otro modo no lo desearia, y no lo tiene, no lo conoce, puesto que
de otro modo no lo desearia”([20], pdg. 81), afirmamos que es nuestro deseo intentar construir la md-
quina cudntica autorreferencial. Esta construccién nos posibilita aproximarnos a un deseo subyacente
que consiste en comprender las limitaciones actuales de la fisica cudntica para manipular procesos no
computables.

Para ello es necesario apropiarnos de la nocién de Mdquina de Turing Cudntica (MTQ) (lo cual se
realiza en el actual proyecto de investigacién). Una vez adquirida esta nocién, examinaremos la MTQ
propuesta por Deutsch [3] en relacién con la nocién de Mdquina de Turing Probabilistica (MTP) y
en relacién con la Mdquina de Turing (MT); como un caso particular de MTQ se estudiara la MTQ
universal (MTQU), ya sea la sugerida por Deutsch [8] o la construida por Bernstein y Vazirani [3].
Adicionalmente se establecera la relacién entre la MTQ y la tesis de Church-Turing. Finalmente, pero
como nicleo de nuestro proyecto, abordaremos el problema de la construccion de la Mdaquina de Turing
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Cudntica Autorreferencial (MTQA).

El proyecto cuenta ademas con otro matiz que puede ser considerado complementario y anexo a los
anteriores, este matiz representa la linea aplicada del pro de investigacion y consiste en desarrollar la
habilidad del planteamiento y la implementaciéon de algoritmos bajo el paradigma de la computaciéon
cudntica, més esfecificamente, estos algoritmos serdn desarrollados en un lenguaje de programacion
cuéantico.

A continuacién presentamos maéas explicitamente la descripcion de que se va a realizar en cada una
de las etapas que constituten nuestro proyecto de investigacién.

2. Maquina de Turing (MT) y Maquina de Turing Probabilistica (MTP)
Se define formalmente una Mdquina de Turing Deterministica (MT) por una cuadripla’

MT =(Q,%, M,d) donde

Q ={q90,91,92,---,qn}: Conjunto finito de estados de la maquina (Q # 0).

¥ = {so,s1,82,...,sm}: Alfabeto. Conjunto finito de simbolos de entrada-salida. Adoptamos por
convencién que sg = O (simbolo vacio) (X — sg # 0).

M = {L,R,N}: Conjunto de movimientos (L: izquierda, R: derecha, N: no movimiento).

0: Es una funcion definida de un subconjunto K x ¥ en ¥ x M x K. El lector debe notar que la
funcién § estd definida sobre un subconjunto de K X ¥ porque no es necesario que exista una ins-
truccién para cada una de las situaciones (estado, simbolo) tedrica (el conjunto formado por K x X)
en las que puede estar la maquina. Ademas, el concepto de funcion refleja la propiedad deterministica
de las maquinas de Turing deterministicas. § también puede ser definida como un conjunto finito® de
instrucciones 0 = {49, %1,%2,...,ip} donde cada i; es una quintupla de la forma: g, sy, s, m ¢y, donde
Gms Gn € K; S,y $n € Xy m € M.

Por otra parte, una Mdquina de Turing No Deteministica (MTND) es similar a una Méquina de Turing
Deterministica excepto por el caracter “funcional” de 6. En una MTND, § es una relacion definida de
un subconjunto K x ¥ en ¥ x M x K. Bajo estas circunstancias la relacion § determina parcialmente el
movimiento de la MTND y se hace necesario contar con un operador externo ([39], pag. 232) que realice
una seleccion del movimiento a realizar. Este operador externo puede ser implementado bajo diferentes
modalidades, siendo una de ellas una funcién de probabilidad; en este caso se habla de maquinas de
Turing Probabilistica (MTP).

Nuestra primer etapa serd entonces establecer la relacion entre una MT y una MTP.

3. Maquina de Turing Probabilistica (MTP) y Maquina de Turing Cudntica (MTQ)
Presentamos (parcialmente) la descripcién de una Maquina de Turing Cudntica (MTQ).

1Esta definicién puede tener varias variantes de acuerdo al “gusto” de cada autor. Una de ellas es definir la miquina de
Turing como un conjunto finito de instrucciones, ya que este conjunto da implicitamente el conjunto de simbolos utilizados y
los posibles estados de la maquina.

2La finitud de este conjunto estd determinada implicitamente por la finitud del conjunto de estados K y la finitud del
alfabeto 3.
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Con relaciéon a los elementos estdticos de una MTQ tenemos los siguientes:

a) Estados
La MTQ contiene un conjunto finito definido por un conjunto finito de M observables de espectro
{0,1}? representados por:

{n;} (i € Znr) donde Zp ={0,1,...,M —1}.

Es decir, el conjunto de estados de una MTQ es un conjunto de observables {7, 71, ..., ipr—1},
este conjunto serd representado por 7i.

b) Cinta
La memoria de la MTQ que corresponde a la cinta unidimensional bi-infinita en la MT, estd
definida por un conjunto infinito de observables de espectro {0, 1} representados por:

{m;} (i€Z) donde Z es el conjunto de los niimeros enteros.

Es decir, la memoria (cinta) en una MTQ es un conjunto de observables {...,m_1, Mg, m1,...},
este conjunto serd representado por 1 y puede ser interpretado afirmando que cada obserbable
1h; corresponde a una celda en la cinta infinita bidimensional:

cinta
observables | ... | Mm_o | Th—_1 | Mo | M1 | ™o

¢) Posicién actual
La posicién actual en la memoria (cinta) en una MTQ se define por un observable & de espectro
los Z.

Para hablar de los elementos dindmicos de una MTQ es necesario hablar del estado (funcién de estado)
de la MTQ. El estado de la MTQ se representa por un vector unitario en el espacio de Hilbert sppaned
por los vectores propios simultdneos correspondientes a los observables de la posiciéon actual Z, al
conjunto de estados de la maquina 7; y a la memoria (cinta) de la maquina rh;; este estado se representa
por:

|z;n;m) = |z5n0,n1 ... NAr—15 .. 1, M0, Y .. ) .

Este estado de la MTQ puede ser representado por la funcién de estado ¥(T") cuya evolucién temporal
esta dada por:

|¥(nT)) = U™ |4(0)) (nezZh).

En este caso, 1(0) representa el estado inicial (posicién actual, informacién en la memoria (cinta),
estado actual) de la MTQ, 1(nT') representa la evolucién a un estado siguiente en el tiempo y U es el
operador que realiza la evolucién temporal de la MTQ.

3 Aunque el espectro de los observables en fisica es comunmente {7%, +%}, se selecciona el espectro {0,1} por tener una
interpretacién natural con un bit de memoria ([8], pag. 103)
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La relacion entre la MTP y la MTQ constituye la siguiente etapa de nuestro proyecto. Por el mo-
mento suponemos que el operador U de la MT(Q “corresponde” a la relaciéon ¢ de la MTP, con lo cual
diferentes operadores U permitaran construir diferentes MTQ. Lo anterior se puede “justificar” si se
observa que los obsevables definidos en la MTQ son discretos, los cual nos conduce a distribuciones de
probabilidad discretas, que podrian ser “implementadas” en una MTP.

4. Méquina de Turing Cudntica (MTQ) y tesis de Church-Turing

La reinterpretacién fisica que realiza Deutsch de la tesis de Church-Turing: “Fvery ’function wich natu-

rally be regarded as computable’ can be computed by the universal Turing machine” ([3], pag. 99) en lo

que él denomina principio de Church-Turing: “Every finitely realizible physical system can be perfectly
simulated by a universal model computing machine operation by finite means” ([3], pag. 99), permite

“interpretar” una posible invalidacién de la tesis de Church-Turing (por lo menos desde el punto de

vista Deutsch).

El propio Deutsch es bastante enfitico en este punto y afirma lo siguiente “.. there is mo apriori
reason why physical laws should respect the limitacions of the mathematical processes we call “algo-
rithms” ...”, lamentablemente para nuestro propositos continua con la siguiente frase “Although I shall
not in this paper find it necessary to do so, there is nothing paradoxical or inconsistent in postulating
physical systems which compute functions not in C(F)” ([3], pag. 101).*

Sin embargo, existe un resultado contradictorio (bajo ciertas restricciones) con la idea de Deutsch,
este resultado afirma lo siguiente: “Uno de los argumentos mas sélidos en favor de la tesis de Church
ha sido propuesto por R. Gandy, quien ha demostrado que los mecanismos de todas las mdaquinas cons-
tructibles por la mecdnica newtoniana no pueden calcular sino funciones programables” ([7], pag. 81).

Una forma de aceptar la compatibilidad entre la interpretacién de Deutsch y el resultado obteni-
do por Gandy, es suponer que es la teoria cudntica la que permitiria construir sistemas fisicos que
computaran funciones no computables (clasicamente). Este es el contexto donde deseamos instaurar
la siguiente etapa de nuestro proyecto: Establecer la relacién entre la MTQ y algunas interpretaciones
de la tesis de Church-Turing.

5. Méquina de Turing Cuédntica Universal (MTQU)
Con base en lo mencionado en la seccion 3 y en particular lo relacionado con la dindmica de la MTQ
representada por:

[¥(nT)) =U"[(0))  (neZb),

podemos afirmar que la MTQU corresponde a un operador U muy especial. Con respecto a la MTQU,
Deutsch afirma que es posible su construccién [38], pero no lo hace; por el contrario, Bernstein y
Vazirani sila construyen, aunque mencionan que surgen ciertas complicaciones en la “implementacion”
de algunas operaciones [3]. Esta etapa de nuestro proyecto tiene como objetivo construir la MTQU
a partir de las indicaciones ofrecidas por Deutsch, o estudiar la propuesta de MTUQ realizada por
Bernstein y Vazirani.

6. Maquina de Turing Cudntica Autorreferencial (MTQA)
Como mencionamos en la secciéon 1 esta etapa es el nicleo de nuestro proyecto de investigacion. Una
vez realizadas las etapas anteriores y con la competencia adquirida en su desarrollo, emprenderemos

4C(F) es el conjunto de la funciones Turing-computables en la notacién de Deutsch.
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la construccién de una MTQA.

En un sistema cudntico diferenciamos entre el estado del sistema (funcidn de estado) y los obser-
vables (operadores) del sistema. Como su nombre lo indica, los observables del sistemas son aquellas
propiedades que podemos medir en el sistema. Bajo la teoria cuantica existe una relacién entre el medir
un observable y el estado del sistema, esta relacion puede ser descrita en lenguaje técnico afirmando
que una vez se obtiene un valor de un observable; es decir, se obtiene un valor propio correspondiente
al operador que representa el observable, el estado del sistema colapsa al vector propio asociado al
valor propio que se obtuvo en la medida. Lo que afirma esta relacién es que el estado de un sistema
cuantico se modifica una vez se realice una medida sobre él.

Con base en lo anterior, nuestra hipdtesis consiste en construir una MTQ que sea capaz de obser-
varse ella misma, si esto es posible implicaria que una vez que la MTQ se observa, ella modifica su
estado y se convertiria en una MTQA. Por supuesto nuestra hipétesis exige construir una contexto
adecuado para la nocion de medir, que posiblemente no sea el contexto tradicionalmente aceptado,
ademas exige realizar las construcciones formales para modelar las auto-modificaciones realizadas por
la MTQA.

. Lenguaje de programacién cuantico

Aunque la investigacion que proponemos a ustedes es en esencia tedrica el tema de la computacién cuan-
tica contiene una gran elemento pragmatico que no queremos dejar pasar completamente inadvertido.
Por una parte, aunque la idea de la maquina cudntica es un constructo tedrico, existen investigaciones
acerca de la posible construccion de estas méquinas cudnticas [18]. Pero en donde la computacién cudn-
tica presenta su mayor actividad y sus mejores resultados, es en el area de la complejidad algoritmica.
Se ha demostrado ques es posible realizar la factorizacion de enteros, en complejidad temporal de tipo
polinomial utilizando para ello un algoritmo cudntico realizado por Peter Shor [7]; este resultado esta
muy relacionado con algunos de los sistemas de criptografia actuales que se basan en el hecho de que en
una maquina tradicional, la factorizacion de enteros es un problema con una complejidad temporal de
tipo exponencial. Este ejemplo ilustra el area en donde se ha demostrado que la computacién cuantica
ofrece sus mayores beneficios: La disminucion de la complejidad temporal computacional de algunos de
los problemas computables que caen bajo la categoria de los problemas llamado intratables [37, 32].

Con base en lo anterior y en el trabajo realizado por Omer [11] el cual consiste en el diseno y la
implementacién de un lenguaje de programacién cudntico (diponible como free software) bajo ambien-
te Linux, el profesor Sicard y cuatro estudiantes de la carrera de Ingenieria de Sistemas, tiene como
objetivo realizar programacién bajo el paradigma de la computacién cudntica. Para ello, se desarrolla-
ran las etapas de instalacién del lenguaje, estudio del lenguaje, estudio de un algortimo en programaciéon
cuéntica (el algoritmo de Shor para factorizar enteros) y finalmente la implementacién de dos proble-
mas bajo el paradigma de la computacién cudntica; estos problemas se esperan que sean de complejidad
temporal exponencial, para poder observar los beneficios del paradigma de la computacién cuantica.
Por supuesto, el desarrollo de las etapas anteriores exige a-priori ofrecer a los estudiantes los elementos
de fisica cuantica y en particular de computacién cudntica necesarios para poder “acercarse” al lenguaje
de programacién cudntico.

(0]
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