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Prefacio

Si escribir un texto, cualquiera sea éste, es una faena dificil, escribirlo a varias voces
todavia lo es mas. Con todo, la dificultad es dinamo de reto, de provocacién, de osadia
incluso, maxime si se trata de dos profesores cuya manera de ocuparse del saber no es
extrafia a una busqueda permanente de momentos o encuentros afortunados que propicien
el compartir saberes y construir perspectivas confluyentes de trabajo, de suerte que éstas
emanen del tramado de sus experiencias didacticas, logicas, tedricas y humanas. La obra que
aqui ofrecemos es el producto de un haz de confluencias, realizado a partir de encuentros
afortunados que nos han permitido compartir nuestros conocimientos y experimentaciones
como profesores de los diversos cursos del area de Matematicas Especiales, cursos que hemos
impartido en la Facultad de Ingenieria de Sistemas de la Universidad EAFIT, cuya sede
se encuentra en la ciudad de Medellin, Colombia. Es asi como nos hemos dado a la tarea
de darle un cierto corpus didactico y tedrico a nuestras experimentaciones en este campo
especifico.

En efecto, no sin cierto rigor y esmero en la formalizacién, hemos querido reunir diversos
temas que se han desarrollado en varios campos del conocimiento, temas que hoy se agrupan
en lo que se podria llamar Informética Tedrica. Anotemos ademads, que buena parte de los
distintos “objetos” que definen el corpus tedrico de esta obra emergen del oficio del saber
légico-matematico. Y en lo que a nosotros hace relaciéon, aquéllos se yerguen esencialmente
de una arraigada inquietud de saber, compartir lo sabido, y reconocer que todo saber sabido
es siempre precario, inquietud que nosotros consideramos de orden ético-estético. Ello,
primero que todo, porque esta inquietud esta en el niicleo de lo humano y debe ser el “motor
inmévil” de nuestra manera de existir y, en segundo lugar, porque esta inquietud y en parte
estos “objetos”, no han cesado de trabajar en nosotros y hacernos trabajar, marcando de
este modo la que mal que bien podriamos llamar “dindmica del curso” de Matemaéticas
Especiales 111, de la citada facultad.

No es del todo facil develar los propodsitos de un autor. Cuando se escribe, cabe la
pregunta, jqué se pone realmente en disposicién y a disposicién del otro? Nosotros no
sabriamos arriesgar una respuesta. No obstante, digamos que creemos poner en disposiciéon un
cierto corpus de nociones —cuya filiacién marcamos meticulosamente—, un cierto tramado,
analitico y a la vez sintético, constituido por objetos tedricos y demostraciones hechas
muy a nuestra manera, asi como objetos y consideraciones que forman parte del quehacer



14 Prefacio

formativo de nuestros estudiantes y profesores (y de manera muy especifica de aquellos
que transitan por las Facultades de Ingenieria de Sistemas de algunas universidades de
nuestro entorno). Asi contorneada la respuesta, no sobra destacar una variable importante
en nuestras pretensiones. Queremos contribuir a llenar un cierto vacio bibliografico en
nuestro medio. Ciertamente existe una buena bibliografia, pero sus enfoques y contenidos
estdn esencialmente orientados a cursos de postgrado. Pocos textos hay en el dmbito
universitario que tengan una orientacién hacia una propedéutica acorde con las condiciones
y pretensiones de nuestros pregrados. En realidad son escasos los textos que tengan una
orientacién hacia estos niveles y que reiinan y traten adecuadamente y con cierta didaxis
los temas aqui presentados. Cabria destacar en esta especie de vacio el texto de Logica
y Calculabilidad, escrito por el profesor colombiano Xavier Caicedo Ferrer; los demds,
referenciados en nuestras notas bibliograficas, sin dejar de ser importantes, mantienen una
dimensién bastante intuitiva y poco formalizada para lo que en nuestro medio, al menos en
nuestra visién de las cosas, se busca con este género de cursos de pregrado.

Las referencias contextuales anteriores no pretenden escamotear los valores de los otros
textos que circulan en nuestro medio, ni mucho menos abrogarnos una cuota de cabal
originalidad. No, lejos estamos de tal intencién. Los puntos de vista que aqui desarrollamos
estan bastante difundidos, como puede constatarse en el esfuerzo que hemos realizado a lo
largo de este texto, por senialar la fuente especifica desde la cual asumimos una determinada
mirada, definicién, demostracién o ejemplo. Alli, en ese juego de despeje, de reconocimiento
y asuncion queda nuestro esfuerzo de originalidad. Ciertamente hay un poco de originalidad,
pero no queremos entrar en ese juego de imaginarios; mas bien, respetuosamente dejamos
este asunto a cargo de los lectores avisados en estos campos. Lo que en rigor el texto busca,
no sin deliberada intencién, es generar un trazado entre intuicién y formalizacién, asi,
como contornear o solamente diagramatizar ciertos temas; diagramatizar en el sentido de
introducir iconos de relaciéon que permitan, en el caso del lector, engendrar una visién amplia
y comprensiva del tema, y ello no sin ciertas precisiones de detalle, técnicas formales, cuando
asi lo amerite la perspectiva que deseamos proponer. Con esta ultima alusién también
queremos aclarar que ciertos temas; quiza la mayoria no pretende ir mas alla de los limites
que el texto configura, dada justamente su pretensiéon de ampliar los campos de formacion
en pregrado a la vez que otorgarles un cierto limite. Asi las cosas, presentamos un texto
que recoge y ordena metodicamente ciertos temas que habitualmente no se consideran o
integran en los curriculos de Ingenieria de Sistemas en nuestro medio; y otros temas que son
formulados clasica e intuitivamente en otros textos, se desarrollan en el nuestro en funcién
de una metodologia que con un cierto grado de sintesis y de desarrollo, creemos, abre vias
de lecturas que acompanaran el proceso de formacién y desarrollo (més cientifico y riguroso)
de un Ingeniero de Sistemas.

Finalmente, conviene afirmar que al avanzar en la elaboracién de este texto, no cesamos
de hallar problemas y vias alternas de evolucion en su produccién. Al fin de cuentas, nos
percatamos de que el sentido que jalona una escritura no debe estar alejado de poder
pensarla como una via multiple, es decir, como una via que, al vislumbrar el fin, no puede
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menos de pretextarlo. Nuestra sentida apuesta es, entonces, por un convidar al lector a
“ver” en esta obra un trabajo que no cesa de rehacerse, esto es, a ver en ella una obra
abierta. Abierta en diversos sentidos y grados. Abierta en ella misma, abierta al lector,
campo abierto de problemas que ella contiene y que, quizés, contribuye a generar. Por
altimo, para cerrar con un mandato ético de nuestro proceder, queremos senalar que toda
argumentacion, imprecisién, problemas inherentes a la producciéon de este libro y que los
cuales permanecen sin resolver, son enteramente nuestra responsabilidad. Como diria el
pensador chileno Humberto Maturana: “Nosotros nos hacemos cargo de lo dicho, en la
esperanza de que el lector se haga cargo del sentido construido.”

Para mantener una comunicacion constante con nuestros lectores—con base en los medios
informaticos actuales—el texto cuenta con una pagina web, la cual puede ser accesada desde
la direccién wwwl.eafit.edu.co/asicard. Esta pagina mantendra informacion actualizada
respecto a correcciones, modificaciones o actualizaciones al texto. Por otra parte, si el lector
desea realizar algin comentario (sugerencia, correccion, etc.) con relaciéon a los contenidos
del texto, lo puede hacer al correo electrénico asicard@eafit.edu. co.

No queremos cerrar este prefacio sin ofrecer algunas notas de agradecimiento. A nuestros
colegas, Juan Carlos Agudelo Agudelo, Orlando Garcia Jaimes y Hugo Guarin Vasquez,
quienes al seguir una versiéon preliminar de este texto en sus cursos, formularon algunas
sugerencias al mismo. A nuestro estudiante Carlos Andrés Ardila por la elaboracién del
ejemplo 2.57 (pag. 87). A nuestros revisores por sus correcciones y sugerencias. Al fondo
editorial de la Universidad EAFIT y a su directora Leticia Bernal. A nuestros estudiantes,
quienes, semestre a semestre, por espacio de seis anos, nos acompanaron en esta labor, bien
en calidad de escuchas concernidos, bien en calidad de escuchas silenciosos. A la Universidad
EAFIT, de una forma u otra nuestra alma mater, por concedernos el tiempo y el espacio
requeridos para sacar adelante este pequeno suefio hoy vuelto realidad. Y, de contera, a
otras presencias, aqui no nombradas, pero cuyos nombres sabemos con certeza que nos
acompanan en nuestra memoria.

Los autores.
Universidad EAFIT, Medellin
15 de febrero del 2001


www1.eafit.edu.co/asicard
asicard@eafit.edu.co




Capitulo 0

Introduccion

A continuacién presentamos un texto que contiene una cierta estructura didactica y
tedrica. Ciertamente hay cambios en el orden candnico usual. No obstante, hay que decir
que la experiencia en la ensenanza de estos temas nos ha revelado lo fructifero de tal
ordenamiento.

Hemos organizado ciertos aspectos formales bésicos para la computacién en una es-
tructura que contempla seis capitulos. En el primero nos ocuparemos de los elementos
que consideramos basicos para una compresién de la teoria de las maquinas de Turing. El
segundo, por su parte, lo consagraremos al estudio de la teoria de las funciones parciales
recursivas. En el tercero nos adentraremos en el estudio de aspectos basicos de las teorias de
lenguajes y graméticas formales. El cuarto, en intima conexién con el anterior, nos permitira
acercanos a la teorfa de los autématas de estado finito. El quinto, lo consagremos al estudio
de la teoria de los automatas de pila. Finalmente, cerraremos el texto con un capitulo
consagrado a presentar los elementos basicos de la teoria de la complejidad algoritmica. La
figura 1 ilustra claramente la estructura del texto, esto es, nos representa las relaciones y
depencias establecidas entre los contenidos del texto.

A continuacién presentamos algunas consideraciones que contribuyan a revelar la im-
portancia y pertinencia de estos temas en la formacién de una buena parte de ingenieros y
tecndlogos, la misma que realizaremos para cada uno de los capitulos del texto.

Capitulo 1: Computabilidad

La teoria de la computabilidad clasica, tal como la conocemos hoy en dia, fue establecida
en la década de los 30’s por los trabajos fundacionales realizados por Kurt Gédel, Jacques
Herbrand y Stephen Kleene en funciones recursivas, Alonso Church y Stephen Kleene en
funciones A-definibles, y Alan Turing y Emil Post en funciones computables. Entre estos
trabajos se destaca el realizado por Turing, debido a que no es necesario realizar un gran
esfuerzo para observar la compenetracion existente entre, por un lado, la idea intuitiva de
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Figura 1: Relaciones y dependencia entre capitulos.

procedimiento calculable (es decir, aquel procedimiento que se pueda llevar a buen término
siguiendo un conjunto de pasos establecidos) y, por otro lado, la formalizacién realizada por
Turing para dar cuenta de esta clase de procedimientos, justamente lo que hoy denominamos
maquinas de Turing.

El capitulo 1 aborda el estudio de la teoria de la computabilidad desde la perspectiva de
las maquinas de Turing, obteniendo asi la “teoria de la Turing-computabilidad”. Esta teoria,
ademads de aportar conceptos muy importantes al estudio de las propiedades metamaticas
de los sistemas formales, se constituyé (al igual que otras teorias) de la mano del propio
Turing (y por supuesto de la mano de muchos otros) en la fundamentacién formal de la
Ciencias de la Computacién. Inicialmente identificamos la nocién de algoritmo con la nocién
de méaquina de Turing.

Una vez establecida una definicién formal de procedimiento computable como el que es
computable por una maquina de Turing, podemos clasificar los objetos (ntimeros, funciones o
procesos) como computables o no computables. Dentro de estos procesos no computables se
destaca el problema de la parada de una maquina de Turing, el cual consiste en determinar
si una maquina de Turing se detendra o no con una entrada seleccionada de un conjunto
posible de ellas. La insolubilidad del problema de la parada es fraseable, en términos de
la ciencias de la computacién, afirmando la imposiblidad de construir un depurador de
programas que detecte si un programa podria o no entrar en un ciclo infinito.

Debido a que el conjunto de instrucciones de una méaquina de Turing estd compuesto
por instrucciones muy simples, la “programacion” de una maquina de Turing es usualmente
un proceso muy tedioso, pudiéndose incluso comparar con la programacién en lenguaje
ensamblador. Para soslayar esta dificultad, Turing establecié el concepto de m-funcion.
Este concepto no es més que el predecesor formal de los llamados macros en los lenguajes
ensambladores o de los llamados procedimientos en los lenguajes de programacién de mayor
nivel.
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La nocién de maquina de Turing universal es la nocién formal subyacente a un compu-
tador, en el sentido que éste puede ser pensado como una méaquina que ejecuta un algoritmo
para ejecutar algoritmos. La maquina de Turing universal se constituye, pues, en el modelo
formal de nuestras actuales maquinas de cémputo; de alli que se afirme que cualquier
computador es una maquina de Turing con las limitaciones fisicas que aquélla no tiene,
limitaciones fisicas que hacen referencia a la capacidad de memoria no acotada de una
maquina de Turing universal.

En fin, en este capitulo iniciaremos un recorrido por la teoria de la computabilidad,
recorrido que no dejara de gozara de un cierto nivel de formalizacién y abstraccion.

Capitulo 2: Recursividad

Una vez hayamos terminado el recorrido con el concepto de computabilidad (en el
capitulo 1), retomaremos este concepto en el capitulo 2, pero esta vez no en el sentido de
Turing, sino en el sentido de Godel, Herbrand y Kleene. El concepto de computabilidad es
una idea bastante importante. jPor qué? Justamente porque existen operaciones, incluso
aritméticas, que no son computables. En este capitulo probaremos por ejemplo, que existen
funciones numéricas que no son computables.

El concepto de computabilidad es realmente un concepto abstracto, es decir, va mas alla
de cualquier realizacion concreta, en el sentido de que existen diversas formas de abordar la
idea de computabilidad (A-célculo, funciones recursivas parciales, maquinas de Turing, etc.)

En este capitulo abordaremos la teoria de la computabilidad desde la perspectiva de
la teoria de las funciones recursivas parciales, justamente para trabajar el concepto de
computabilidad de una manera més matemaética, lo cual nos dard cierta independencia de
formalismos concretos y nos permitird, mediante la teoria de conjuntos, obtener ciertos
resultados sorprendentes sobre lo computable y lo no computable. Mostraremos, por ejemplo,
la equivalencia entre las funciones recursivas parciales y las funciones Turing-computables
(lo cual nos permitird otra formalizacién de la nocién de algoritmo); probaremos igualmente
que el conjunto de las funciones computables es del orden infinito enumerable, mientras
que el conjunto de las no computables es del orden infinito no enumerable. Una pregunta o
problema nos haré ciertamente trabajar bastante: se trata de saber si todo lo computable
en sentido intuitivo es computable en el sentido formal, esto es, en el sentido de una funcién
recursiva parcial. Esta es, justamente, una de las formas como podemos expresar la tesis de
Church-Turing.

Es importante resaltar que, desde la perpectiva de las ciencias de la computacién, la
teoria de las funciones recursivas se constituye en la teoria formal subyacente al paradigma
de programacién denominado “programacion funcional”, asi lenguajes de programacién
tales como LISP y Mathematica obtienen sus fundamentos formales de esta teoria.

En fin, en este capitulo haremos un recorrido axiomatico y constructivo, de un cierto
rigor, que nos ofrecera de nuevo posibilidades de adentrarnos ain més en el fascinante
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universo de los problemas de la computabilidad.

Capitulo 3: Lenguajes y gramaticas

Los lenguajes admiten una clasificacién en lenguajes formales y lenguajes naturales.
Una diferencia importante existente entre ellos, estriba en que en los primeros es posible
desarrollar un trabajo en sintaxis y seméantica mucho mas riguroso que en los segundos.
Ejemplos de lenguajes formales lo constituyen la logica, la matematica y los lenguajes de
programacioén.

En los lenguajes formales infinitos tendremos uno de los primeros aspectos importantes
para considerar; se trata de la posibilidad de generacién de un lenguaje por un conjunto
finito de reglas, denominadas “reglas de produccion”. Este conjunto finito de reglas de
produccién constituye lo que se conoce como la gramética del lenguaje. Noam Chomsky
establecié una taxonomia para aquellos lenguajes formales susceptibles de ser generados
por una gramatica, con base en una clasificacion de las reglas de produccién. Trabajos
posteriores establecieron relaciones del tipo lenguaje-reconocedor, asignando a cada tipo de
lenguaje un tipo de reconocedor. Asi dichas las cosas, dedicaremos este capitulo al desarrollo
de la teoria de los lenguajes y de las gramaticas formales.

Uno de los aspectos més importantes de este capitulo, reside en el hecho de la clase
de lenguajes formales denominados “lenguajes independientes del contexto”. Esta clase de
lenguajes es de suma importancia en la ciencias de la computacién, debido a que justamente,
gran parte de los lenguajes de programacion actuales como C++, Java, Fortran, entre otros,
pertenecen a esta clase y por lo tanto comparten propiedades formales, la més importante
de la cuales es quizas, que son reconocidos por maquinas tedricas denominadas “autématas
de pila”. Estos autématas seran estudiados en el capitulo 5.

Una vez conocida la gramatica de un lenguaje es posible estudiar algunas propiedades y
caracteristicas de la misma, y por ende, algunas propiedades y caracteristicas del lenguaje
genererado por ésta. Dentro de estas propiedades se destaca la propiedad de ambigiiedad o
no del lenguaje, propiedad que se revela de gran importancia debido a sus efectos nocivos
en la manipulacién autématica del mismo, es decir, en la generacién, interpretacién o el
reconocimiento del mismo.

En fin, este capitulo tiene como objetivo fundamental el estudio formal y riguroso de los
lenguajes formales a partir de sus generadores, o sea, a partir de las gramaticas formales.

Capitulo 4: Autématas de estado finito
La palabra ‘autémata’ tiene diversos sentidos. Puede evocar, por ejemplo, un dispositivo

que simula los movimientos de un ser vivo. En su referencia a la informatica, lo esencial
de esta palabra consiste en permitirnos pensar en una simulacién de los procesos para
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manipular informacién, cuyo paradigma tipico es, obviamente, el computador, en la medida
que éste puede ser visto como una maquina que manipula simbolos.

Este capitulo lo consagraremos a la teoria de autématas de estado finito, también
llamada teoria algebraica de maquinas. Si entendemos por un autémata una miaquina
secuencial (esto es, que opera sobre secuencias de simbolos), entonces el objetivo aqui es
formalizar esta idea mediante elementos de la teoria de conjuntos y del algebra abstracta.

La teoria de autématas de estado finito que vamos a desarrollar nos dota de conocimientos
y métodos para los problemas de andlisis y de sintesis de las maquinas secuenciales. Un
aspecto muy importante que desarrollaremos en este capitulo es el concerniente al problema
de la decidibilidad, via autématas de estado finito, de un lenguaje y sus conexiones con
las gramaticas formales. Puede pensarse, por ejemplo, en un autémata reconocedor para
un cierto lenguaje. Pero esto ultimo no siempre es posible garantizarlo para todo lenguaje
formal, por ello en este capitulo estudiaremos bajo qué condiciones podemos garantizar el
que un lenguaje dado sea aceptado por un reconocedor finito.

Aunque sabemos que desde la teoria de la computabilidad los autématas de estado
finito son modelos mas limitados que las maquinas de Turing o las funciones recursivas,
su importancia reside en que desde la perspectiva de las ciencias de la computacién estos
autématas son usuados para modelar procesos cuya complejidad admite un modelo més
simple que el modelo general de computabilidad. Ejemplos de tales procesos los hallamos
en la especificacion de ciertas partes de los lenguajes de programacién y en la modelacion
de ciertas subetapas de algunas de las etapas de Ingenieria del software.

En fin, este capitulo tiene como objetivo fundamental presentar los elementos bésicos de
la teoria de autématas de estado finito, desarrollando algunos ejemplos que nos permitan
ver su utilidad en campos diversos, especialemte los relacionados con la informética y la
computabilidad.

Capitulo 5: Autématas de pila

Una clase de maquinas formales mas potentes que los autématas de estado finito, pero
menos potente que las méquinas de Turing, la consituye la clase de los autématas de
pila. Intuitivamente expresado, podemos decir que esta diferencia estd sustentada en la
capacidad de memoria de las tres maquinas formales mencionadas; asi, una maquina de
Turing tiene memoria no acotada y sin restricciones de acceso, un autémata de pila también
tiene memoria no acotada pero el acceso a ella es restringido a las manipulaciones que se
puedan realizar sobre la estructura de datos denominada “pila”, y un autémata de estado
finito tiene memoria finita.

Como mencionamos en la secciéon correspondiente al capitulo 3, los autématas de pila
son los reconocedores de los lenguajes independientes del contexto (y de este tipo son la
mayoria de los lenguajes de programacién actuales). Por lo tanto, no es de extranar que
los autématas de pila sean uno de los principales elementos formales subyacente al drea de
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las ciencias de la computaciéon denominada “teoria de la compilacion”. Es més, usualmente
cuando compilamos un programa estamos ejecutando una implementacién de un autémata
de pila disenado para reconocer palabras (algoritmos en este caso) que pertencen al lenguaje
de programacién en cuestion.

De nuevo, un aspecto muy importante que desarrollaremos en este capitulo es el
relacionado con el problema de la decidibilidad, en este caso desde la perspectiva de los
automatas de pila, estableciendo qué lenguajes pueden o no ser reconocidos por estos
automatas.

En fin, este capitulo serd una primera aproximacion formal a la teoria de los autématas de
pila, teoria que como mencionamos esta en los cimientos de nuestros actuales compiladores.

Capitulo 6: Complejidad algoritmica

La teoria de la computabilidad establece qué procesos pueden o no ser computados.
Para ellos la teoria de la complejidad algoritmica establece clasificaciones de acuerdo con
los recursos necesarios (tiempo y memoria) para computar los procesos computables. Este
capitulo se consagrard entonces al desarrollo de los elementos basicos de la teoria de la
complejidad algoritmica.

Para las ciencias de la computacién no sélo es necesario saber si un problema es o
no computable, sino que, ademads, es necesario establecer la factibilidad de ejecutar dicha
computacion (es decir, la posibilidad real de su ejecucién), pues si la computacion requiere
un periodo de tiempo excesivo (quizds anos o siglos) o si requiere una cantidad de memoria
imposible de suministrar (desde un punto de vista practico), la computaciéon no se puede
realizar. De otra parte, el estudio y desarrollo de algoritmos cada vez mejores esta sustentado,
entre otros aspectos, en la reduccién de los recursos requeridos en su ejecuciéon.

Una clasificacién establecida de facto, para los diferentes problemas computables, es la
que clasifica los problemas en tratables e intratables. Intuitivamente expresado esto tltimo,
problemas tratables, en cuanto a algin recurso, son problemas que tienen una demanda del
recurso en cuestién, expresable como una funcién polinémica del tamafio de la entrada al
problema, y problemas intratables son aquellos para los cuales esta funcién es exponencial.

Un aspecto de fundamental importancia para la teoria de la complejidad algoritmica lo
constituye el modo de computacién (determinista o no determinista). Mientras que en la
teorias de la Turing-computabilidad, de los autématas de estado finito y de los autématas
de pila no existe diferencia fundamental en cuanto a si ellos son o no deterministas, desde
la perspectiva de la complejidad algoritmica el operar en modo determinista o el operar en
modo no determinista puede establecer la diferencia entre que un problema sea tratable
(complejidad polinémica) o no tratable (complejidad exponencial). De hecho, uno de los
problemas matematicos actuales de mayor trascedencia consiste en decidir si para problemas
de complejidad temporal polinémica existe o no diferencia en cuanto al modo de computacién
empleado.
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En fin, en este capitulo haremos una introduccién a esa drea de la informética tedrica
que goza de dos caracteristicas importantes: por una lado, la complejidad algoritmica es
uno de los campos de investigacién de mayor dinamica desde el punto de vista tedrico, y
por otro lado, es uno de los campos tedricos con mayor potencial para ofrecer posibilidad
de obtener resultados aplicados.






Capitulo 1

Computabilidad

En la actualidad contamos con una definicién muy precisa del concepto de algoritmo,
palabra que procede del nombre del mateméatico persa del siglo IX, Abu Ja’far Mohammed
ibd Masa al-Khowariz; pero la situaciéon no era la misma a principios de este siglo.

Como consecuencia del descubrimiento (a finales del siglo pasado y a comienzos de
éste) de las paradojas o antinomias en la teorfa de conjuntos y la situacién que esto
generé (situacion muy importante dado el papel de teoria base que desempena la teoria
de conjuntos en la matemética), se abordé un problema més amplio que comprendia la
fundamentacién de la matematica y la légica. En 1900, en el Congreso Internacional de
Matematicos realizado en Paris, Francia, Hilbert propuso 23 problemas que deberian marcar
el desarrollo de las matematicas en los afios siguientes. El décimo de estos problemas era:
jes posible encontrar un procedimiento mecénico para calcular la solucién de una clase
particular de ecuaciones (ecuaciones diofdnticas, es decir, ecuaciones algebraicas con una
o0 mas incégnitas, de coeficientes enteros y de las que interesa tnicamente las soluciones
enteras)? El mismo Hilbert generalizé el problema y lo presenté en 1928 en el Congreso
Internacional de Matematicos realizado en Bolonia, Italia; esta generalizacion es conocida
actualmente como el problema de la decision (Entscheidungsproblem), (algunos autores
mencionan que el problema de la decisiéon es una generalizaciéon del segundo problema
planteado por Hilbert en el congreso de 1900; este problema consistia en demostrar que los
axiomas de la aritmética eran consistentes entre si) y su enunciado es: jexiste algin método
o procedimiento mecénico, que pueda en principio, decidir (resolver) todas las preguntas
(problemas) matematicos? Expresado en términos méas “formalistas” el problema de la
decisién consistia en encontrar un meétodo efectivo general para determinar si un férmula
era o no verdadera en un sistema formal dado.

Alan Mathison Turing demostré el cardcter irresoluble del problema de la decisién, por
un camino diferente al empleado por Kurt Goédel, presentado en su famoso teorema sobre
la incompletitud de los sistemas formales. Turing sintié la necesidad de contar con una
nocién mas precisa del concepto de procedimiento efectivo de decision para el cual concibid
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la nocion de computabilidad. Creemos que la idea de que el procedimiento de decision es un
procedimiento mecdanico, es decir, puede ser ejecutado por un ente sin inteligencia, siempre
y cuando tenga acceso a las instrucciones indicadas por él (éstas si creadas con inteligencia)
llevé a Turing a concebir la idea de una maquina abstracta para describir este concepto.
Esta méquina abstracta se conoce actualmente como la mdquina de Turing y corresponde a
la nocién formal del concepto de algoritmo. Turing replanted el problema de la decisién en
términos de sus maquinas y demostrd que este problema no tenia solucién.

1.1. Descripciéon informal de la maquina de Turing

Alan Mathison Turing construy6 una méquina abstracta, o si se prefiere, una maquina
matematica conocida en nuestros dias como maquina de Turing, en la cual capturé la nocién
de algoritmo.

Un algoritmo recibe algunos datos de entrada, los procesa y genera unos resultados.
Usualmente, cuando ejecutamos un algoritmo a mano, utilizamos el papel como mecanismo
de entrada-salida del algoritmo. Veamos inicialmente cudl es el mecanismo de entrada-salida
utilizado por la maquina de Turing.

La maquina de Turing utiliza una cinta infinita como mecanismo de entrada-salida.
La cinta estd dividida en celdas las cuales pueden contener sélo un simbolo de un alfabeto
finito de simbolos indivisibles de la maquina (el simbolo vacio se representa por O y por
convencién hace parte de este alfabeto). En lenguaje técnico decimos que la cinta es una
cinta unidimensional bi-infinita (infinita en ambos extremos).

En cada instante discreto de tiempo, la maquina, “observa” una celda de la cinta y tiene
la capacidad de leer-escribir un simbolo sobre ésta. Adicionalmente la maquina tiene la
capacidad de desplazarse sobre la cinta, es decir, se puede desplazar una celda a la derecha,
o una celda a la izquierda, o no desplazarse con respecto a su posiciéon actual. Aunque
hemos mencionado que es la maquina la que se desplaza sobre la cinta, no existe tampoco
ningun inconveniente, desde el punto de vista conceptual, el considerar que es la cinta la
que se desplaza sobre la maquina. Nuestra convencién estipula que es la maquina la que se
desplaza sobre la cinta.

Ademas del alfabeto (conjunto finito de simbolos indivisibles), la maquina tiene también
un conjunto finito de estados, los cuales representan, como su nombre lo indica, el estado
en el que estd la maquina en algtin instante discreto de tiempo.

Definimos una situacion de la méquina, como una dupla formada por un estado (perte-
neciente al conjunto finito de estados) y un simbolo (perteneciente al alfabeto). Para cada
instante de tiempo, la situacion actual de la maquina estd determinada por el estado actual
en el cual se encuentra y por el simbolo que esta en la celda, es decir, aquélla sobre la cual la
maquina esta situada (la accién de leer el simbolo de la celda es automatica). Es necesario
entonces, antes de comenzar la ejecucion de la maquina, definir su situacion inicial (estado
inicial, posicién inicial sobre la cinta).
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El elemento més importante de una maquina de Turing lo constituye el conjunto finito de
instrucciones. Este conjunto representa el comportamiento de la maquina. Cada instruccion
estd compuesta por dos partes; la primera indica cudndo se debe ejecutar la instruccién, es
decir, en qué situacién (estado, simbolo); la segunda parte indica qué hace la instruccion, lo
cual consiste en: escribir un simbolo (en la posicién actual), ejecutar un moviento sobre
la cinta y colocar la maquina en un nuevo estado. En otras palabras, una instruccién
estd compuesta por cinco elementos, a saber: estado-actual, simbolo-leer, simbolo-escribir,
movimiento, estado-siguiente; donde los dos primeros elementos indican cudndo y los tres
restantes qué hacer.

Veamos cémo opera una maquina de Turing: La maquina busca en su conjunto de
instrucciones una instruccién que concuerde (la primera parte) con la situacién actual
(estado actual, simbolo actual) de la méquina. Si la encuentra, la ejecuta, escribiendo
el simbolo, realizando un movimiento y pasando al estado indicado por la instruccién
hallada. En este momento la maquina se encuentra en una nueva situacion actual y repite
el proceso. Si por el contrario la maquina no encuentra una instruccién que concuerde con
la situacién actual, la maquina se detiene y se da por finalizada su ejecucién. Este es un
contexto adecuado para la siguiente pregunta: ;Es posible que la maquina tenga mas de una
instruccién para una situacién en particular? De acuerdo con la respuesta obtenemos dos
clases diferentes de maquina de Turing, a saber: Las mdquinas de Turing deterministicas,
las cuales no permiten definir méds de una instruccién para una situaciénen particular, y las
maquinas de Turing no deterministicas, que si permiten tal cosa.

1.2. Descripcién formal de la maquina de Turing

Definimos formalmente una maquina de Turing determinista mediante la estructura
matematica

MT =(Q, %, M, I),
donde:

(i) @ ={90,91,92,---,9n} es un conjunto finito de estados de la maquina (Q # 0).

(ii) ¥ = {so,s1,52,...,5m} es un alfabeto o conjunto finito de simbolos de entrada-salida.
Adoptamos por convencién que sg = [J (simbolo vacio) (X — {so} # 0).

(iii) M = {L,R,N} es el conjunto de movimientos (L: izquierda, R: derecha, N: no
movimiento).

(iv) I es una funcién definida de un subconjunto @ x ¥ en ¥ x M x Q.
Se debe notar que la funcién I estd definida sobre un subconjunto de @ x ¥, puesto que no

es necesario que exista una instruccién para cada una de las situaciones (estado, simbolo)
tedricas (el conjunto formado por @ x X) en las que puede estar la maquina. Ademads,
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el concepto de funcién refleja la caracteristica de las maquinas de Turing deterministi-
cas. La funcion I también puede ser definida como un conjunto finito de instrucciones
I = {ig,11,142,...,1p}, donde cada i; es una quintupla de la forma: g, Sy S, m ¢y, donde
Tms Gn € Q; S, Sn € X5 m € M.

No obstante la distincién establecida, nuestro trabajo en este capitulo hara referencia
principalmente a maquinas de Turing deterministas; por la tanto, la palabra “deterministas”
se omitird desde este momento.

Es importante anotar que la informacién inicial que contiene la cinta, esto es, el estado
inicial y la posicién inicial de la maquina sobre ésta, serd suministrada “informalmente”
antes de comenzar la ejecucion de la méaquina.

Si una maquina de Turing MT se encuentra en la situacién actual (¢, Sm) y encuentra
una instruccion i; : ¢m, Sm, Sn, M, ¢n, entonces MT cambia s,, por s,; realiza el movimiento
indicado por m y pasa al estado g, (puede ocurrir que ¢, = ¢n 0 Sy = Sp); €n un caso
contrario, la maquina finaliza su ejecucion.

Pasemos ahora a considerar algunos ejemplos de maquinas de Turing:

Ejemplo 1.1. Sea MT = (Q, 3, M, I) una méaquina de Turing definida por:
Q =19,0,9,9}, 2 ={0,1} (recordamos que, por convencion el simbolo vacio OJ pertenece
al alfabeto), I = {ig, 1, 12,43} donde:

io: q0 ([l 0 R q1
ili q1 0 O R q2
i12: g O 1 R ¢
i32 q3 0 O R q0

Antes de comenzar la ejecuciéon de MT necesitamos definir la secuencia de simbolos
iniciales en la cinta, el estado inicial en el cual se encuentra la maquina y la posicién inicial
de MT en dicha cinta. Inicialmente la cinta se encuentra vacia y la maquina estd en alguna
posicién de la cinta (representada por la celda a la cual apunta el simbolo 1); ademas, la
magquina se encuentra en su estado inicial gg. Al inicio tenemos:
estado actual: qq

[t

Comencemos la ejecucién: la maquina busca en su conjunto de instrucciones una
que comience por la situacién actual (gg,d) y encuentra la instruccién “qo 0 0 R ¢1”
(instruccion i), entonces, la maquina procede a cambiar [J por 0, se mueve una posicién a
la derecha y pasa al estado ¢;. Después de ejecutar la primera instruccién tenemos:
estado actual: ¢q

o+ [ [ L[]
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Ahora la maquina esta en la situacion actual (g1, ); como a esta situacién le corresponde
la instruccién “qp O O R ¢o” (instruccién i7), entonces la méquina se mueve a la derecha y
pasa al estado g2 (porque la instruccién indica que cambie O por [J lo que se traduce en no
escribir nada). Ahora tenemos:
estado actual: ¢o

Jof [ [ ]

Como la situacién actual (ga, ) corresponde la instruccion “ga 001 R g3” (instruccion iz),
entonces la maquina cambia [0 por 1, se mueve a la derecha y pasa al estado ¢3. Ahora
tenemos:
estado actual: g3

Jol [ ]

Ahora, para la situacién actual (g3, ) corresponde la instruccién “g3 O O R qo” (ins-
truccién i3), la cual le indica a la méquina que se mueva a la derecha y pase al estado qp,
es decir:
estado actual: qq

Jol [ [

En este momento la méquina se encuentra de nuevo en la situaciéon actual (go, ) y
necesariamente repite el ciclo indefinidamente.

La tabla 1.1 muestra el comportamiento de la maquina MT para la ejecuciéon de los
siete primeros “pasos”.

Paso Estado Actual Instruccién

0 9 )

1 q 10 01

2 92 i1 0 )

3 qs 29 0 177

4 qo0 i3 0 1 T

5 q 10 0 1 07T

6 q2 ’il 0 1 0 T
7 qs 29 0 1 0 1 T

Tabla 1.1: Simulacién maquina MT.

Observacién 1.2. Note que particularmente esta maquina no se detiene nunca. Ademés
utiliza la convencién propuesta por Turing de “trabajar” en celdas intercaladas, con el
propésito de utilizar los espacios entre las celdas ocupadas para colocar “marcas” temporales
que se necesiten durante la ejecucién. Pero senalemos que no todas las maquinas tienen
estas caracteristicas.
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Ejemplo 1.3. A continuacién vamos a construir una méquina de Turing que calcula la
suma de dos ntimeros naturales representados en el cédigo “palitos”.

Uno de los aspectos que se debe tener en cuenta en el disefio de una méaquina de Turing
es la forma como estan representados en la cinta los datos de entrada. Supongamos que
deseamos realizar la suma de 1 y 2.

Para codificar los nimeros naturales N en el alfabeto de “palitos”, estableceremos la
siguiente convencion:

0=/
1=//
2=1///
3=////

n=/"=/)).../
—_———
n+1 veces

Una representacién de la diversas representaciones que podriamos tener viene dada por
la tabla 1.2. En este caso los nimeros que se van a sumar estan separados por un espacio
en blanco.

SVAVARVAVAVA R

Tabla 1.2: Representacion entrada de datos (1).

Otra representacién viene dada por la tabla 1.3. En este caso los niimeros que se van a
sumar estan separados por un signo '+’.

SVAVAESVAVAVA RS

Tabla 1.3: Representacion entrada de datos (2).

Otra posible representacion viene dada por la tabla 1.4. En este caso los niimeros que
se van sumar estan separados por n espacios en blanco.

SVAVAERVAVAVARS

Tabla 1.4: Representacion entrada de datos (3).

Seleccionemos la primera representacién (tabla 1.2) para construir nuestra méaquina
sumadora de palitos.
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Otro de los aspectos que se debe considerar en el diseno de una maquina de Turing,
es la forma o convencion elegida para representar en la cinta la respuesta generada por la
magquina.

Es este caso, vamos a suponer que la salida de la maquina estd dada por el niimero de
“palitos” en la cinta. Entonces para nuestro ejemplo de la suma de 1 + 2 la salida estara
representada como lo indica la tabla 1.5.

VAVAVARS

Tabla 1.5: Representacién salida de los datos.

Precisemos ahora algunos detalles concernientes a la maquina en cuestiéon. Digamos de
entrada que nuestra maquina esté definida por MT = (@, X, M, I) donde, el conjunto de
estados internos de la maquina es @ = {qo, ¢1, g2, 3, q4, Stop}.

Antes de continuar, hablemos un poco acerca de este estado stop en nuestra maquina. En
la construccion de una gran parte de maquinas, se espera que éstas finalicen (a diferencia de
nuestro primer ejemplo). Es necesario conocer si dicha finalizacién fue exitosa o no, es decir,
si la méquina finalizé porque estaba programada para ello, o finalizd porque no encontr6 una
instruccién para la situacién actual en la que se encontraba. Para resolver esta incertidumbre
se acostumbra dotar a la maquina de un estado de parada exitosa, normalmente llamado
stop, el cual, cuando es alcanzado por la méquina, finaliza su ejecucién (pues no existe
ninguna instruccién que contemple a stop como su primer componente). Ciertamente, para
el disenador de la méaquina esta es una parada exitosa. Observe el lector que el uso de
esta convencién no modifica para nada lo dicho hasta el momento. Hechas las anteriores
consideraciones, culminemos el disefio de nuestra méaquina.

Inicialmente la cinta contiene dos nimeros naturales representados en el cédigo “palitos”,
separados por un espacio en blanco. La méquina se encuentra situada sobre el primer palito
de izquierda a derecha y el estado inicial es qp.

Y ={]|} (alfabeto de entrada-salida), I = {ig, 1, 2,3, %4, 15,76} (conjunto de instrucciones),
donde:

io: qo | | R qo ;recorre el primer ntimero hasta el espacio en blanco
i @ O | R @

i: @1 | | R g1 jrecorre el segundo niimero hasta el espacio en blanco
3o O 0O L g

ie: @@ | O L g3

is g3 | O L qa

ic: g | O N stop ;lamiquina se detiene en el estado stop
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1.3. Funciones Turing-computables

Precisemos que, en este contexto, el conjunto de los nimeros naturales N esta definido
por los niimeros enteros no negativos, es decir N = {0, 1,2, ... }. Senalemos igualmente que
la teoria de la computabilidad opera sobre funciones de la forma f : N* — N, es decir,
funciones f(x1,x9,...,2,) =y (la funcién f asigna a un n-tupla (x1,x9,...,2,) un tnico
nimero natural y). Como un caso particular se tienen las funciones de la forma f: N — N;
esto es, funciones tales que f(z) =y (la funcién f asigna a un ntmero natural x un tnico
ndimero natural y). Estas funciones son denominadas funciones numérico-tedricas.

A lo largo de nuestra experiencia como estudiantes de mateméticas, hemos encontrado
la idea de que una funcién es una relacién que asocia a todos y cada uno de los elementos
de su dominio una y sélo una imagen. No obstante, es importante para nuestro trabajo en
la teoria de la computabilidad, que hagamos una distincién en el conjunto de las funciones
numérico-tedricas, a saber, funciones totales y funciones parciales.

Definicién 1.4 (Funcién total). Sea f(x1,...,2,) una funcién n-adica. Si f estd definida
para toda (z1,...,x,) € N entonces diremos que f es una funcién total.

Definicién 1.5 (Funcién parcial). Sea f(zi,...,z,) una funcién n-ddica. Si f no estd
definida para al menos una (z1,...,z,) € N” entonces diremos que f es una funcién
parcial.

Para poder asociar a una maquina de Turing MT una funcién fyt v asi, poder hablar
de funciones Turing-computables, es necesario contar con una descripcién completa de la
ejecucion de la maquina, es decir, necesitamos conocer la evolucion temporal de la maquina,
y para ello, necesitamos conocer los simbolos sobre la cinta, la posicion actual sobre la cinta,
la instruccion que se ejecuta y los cambios efectuados por la ejecucion de dicha instruccion.

Las definiciones que presentamos a continuacion, nos permitiran identificar los elementos
antes mencionados.

Definicién 1.6 (Sucesién). Sea MT = (@, 3, M, I) una maquina de Turing. Una sucesién es
una palabra finita (posiblemente vacia) construida sobre el alfabeto formado por QU X U M.

Sea MT una maquina de Turing tal que: @ = {q1,92,---,qn}, X = {S0,81,---,Sm} ¥
M = {L,R, N}. Algunas posibles sucesiones son: A (la palabra vacia), & = ¢1q1 LLs2ss,
B8=NNNsyq1 y v = sas3LRqy.

Observe el lector que, segin la definiciéon anterior, el conjunto de instrucciones I puede
ser definido como un conjunto de sucesiones con unas caracteristicas particulares, en cuanto
al nimero de simbolos (longitud) en cada sucesién y en cuanto al dominio al cual deben
pertenecer estos simbolos.

Definicién 1.7 (Descripcién instantdnea). Sea MT = (Q, X, M, I) una maquina de Turing.
Una descripciéon instantdnea o de M T, es una sucesién tal que:

1. Contiene exactamente un simbolo ¢; € Q.
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2. No contiene ningtin simbolo m € M.
3. El simbolo ¢; en « no es el ultimo simbolo de izquierda a derecha.
4. Todos los s; que ocurren en « pertenecen a X..

Definicion 1.8 (Sucesion de la cinta). Una sucesién que consta tnicamente de simbolos
s; € 2 es llamada una sucesion de la cinta. Las sucesiones de la cinta se representaran por
los simbolos Py Q.

Las definiciones de descripcién instantanea y sucesion de la cinta, junto con las ins-
trucciones de una maquina de Turing, nos permiten formalizar la evolucién temporal de la
misma. Para tal propdsito presentamos las siguientes definiciones.

Definicién 1.9 (Cambio descripcién instantdnea). Sea una méquina de Turing MT y
sean « y 3 descripciones instantaneas de MT. El paso de la descripcién instantanea a a

C [ MT _
la descripcién instantanea (8 se representa por a« — 3, lo cual significa que alguna de las
siguientes condiciones se satisface:

1. Existen sucesiones Py @ (sucesiones de la cinta, posiblemente vacias) tales que:

a=PgqgisjQ
B=PqjspQ

y MT contiene una instruccion i, : ¢; s sp N g;.
2. Existen sucesiones Py @ (sucesiones de la cinta, posiblemente vacias) tales que:

a=PqgsjspQ
B=Ps;q;s,Q

y MT contiene una instruccién iq : g; 5; 51 R q;.
3. Existen sucesiones Py ) (sucesiones de la cinta, posiblemente vacias) tales que:

a=Pqgis;Q
B=PsiqjsoQ

donde 5o = [0 y MT contiene una instruccion i, : ¢; s; 51 R gq;.

4. Existen sucesiones P y ) (sucesiones de la cinta, posiblemente vacias) tales que:

a=Psjqs,Q
B=Pqjs;sQ

y MT contiene una instruccion iq : g; s s L q;.
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5. Existen sucesiones Py @) (sucesiones de la cinta, posiblemente vacias) tales que:

a=Pgs;jQ
B=PqjsosiQ
donde sg = [0 y MT contiene una instruccion i, : g; sj s; L q;.
Definicién 1.10 (Descripcién terminal). Sea MT un maquina de Turing. Una descripcién
instantanea « es llamada una descricipcion terminal, con respecto a MT, si no existe una
S [ MT
descripcién instantanea 5 tal que: a — .
Definicién 1.11 (Computaciéon de una maquina de Turing). Una computacién de una
maquina de Turing MT es una secuencia finita de descripciones instantaneas asq, ..., qy,,
MT . .y .
tal que: oy — ay41, para 1 <7 < n — 1, y tal que, a,, es una descripcién terminal con

respecto a MT. En este caso escribimos: a,, = Resyt(aq) y llamamos a «, el resultado
de a1 con respecto a MT.

Ejemplo 1.12. Para la maquina MT presentada en el ejemplo 1.3, tenemos la siguiente
computacion:

a1 = qof O]
— oz = [qo/0]]]
— a3 = ||g0]]
= ag = |||l
= a5 = ||[lal]
= as = |||lla]
= a7 =|[l[laB
= ag = [[|[[g20
— ag = |[||gs|00
= aqp = |||¢4|000
— a1 = |||stop0O0OO.

Entonces, a11 = Resy(aq).

Una vez formalizada la evolucion temporal de una maquina de Turing y el resultado
de ejecutar dicha maquina a partir de una descripcién instantanea inicial, procedemos a
dotar del caracter funcional el resultado obtenido en la ejecucién de la maquina. Para ello
utilizaremos una codificacién similar a la presentada en el ejemplo 1.3.

Definicién 1.13 (Codificacién niimeros naturales). Cada nimero n € N se asocia con una
sucesién 7 (en la cinta), donde:

— _ n+1 _

n=""= |...]

——
n+1 veces
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Definicién 1.14 (Codificacién n-tuplas de nimeros naturales). Cada n-tupla de nimeros

. . s .

naturales (n1,ns,...,nx) € N¥ se asocia una sucesiéon (n, na, ..., nz) (en la cinta) donde:
—— — = = —
(nl, no, ... ,nk) = n1|:|n2D oo an =nison2sg...SoNk.

Por ejemplo, la terna (0, 1,2) se asocia con la sucesion en la cinta:
(0,1,2) = |0
= [sol[soll[-

Definicién 1.15 (Numeros de | en una sucesién). Sea <y una sucesién. El niimero de | en v
lo representamos por < 7 >. Por ejemplo, < |0||0]|| >= 6.

Definicién 1.16 (Funcién asociada a una maquina de Turing). Sea MT una méquina

. . ’ . .oz n
de Turing. Por cada n € N se asocia con la maquina MT una funcién f,s,l-l)-(ml, Xy ey ),
definida por:
Para cada n-tupla (mq,me, ..., m,) se selecciona una descripcién instanténea
— —_————
a1 = ql(m17m27 .. 7mn)

y se distinguen dos casos:
1. Existe una computaciéon de MT, ay, s, ..., ap. En este caso, tenemos que:

f,SAnT)(ml,mg, ce M) =< o >
=< ReSMT(Oq) > .

2. No existe una computacion de MT, a1, as, ..., ap. En este caso, tenemos que la funcién

f,sﬂn-l)—(ml, ma, ... ,mn)
no esta definida.

Definicién 1.17 (Funcién parcial Turing-computable). Sea f(x1,...,x,) una funcién
parcial. La funcién f(z1,,...,2y,) es una funciéon parcial Turing-computable si y sélo si,
existe una maquina de Turing MT, tal que:

flzy,...,xn) = f,S,lnT)(Jrl, ceeyTp).

En tal caso se dice que MT computa a la funcién f.

Definicién 1.18 (Funcién total Turing-computable). Sea f(x1,z2,...,%,) una funcién
total. f(x1,22,...,2,) es una funcién total Turing-computable si y s6lo si, existe una
magquina de Turing MT, tal que:

f(.’L'l,-rQ,- . 'an) = f](\zl)(l'l,l?,- . '7xn)'

Se dice, igualmente, que MT computa a la funcién f.
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Ejemplo 1.19. La funcién f(z) =0, donde z € N es una funcién Turing-computable. Para

comprobarlo es necesario construir una méaquina de Turing MT, tal que: f(z) = ,S,ll%(a:)
Sea MT la maquina de Turing dada por:
i@ | O R @

90 qu O O R stop
Asi, para x = 2 comenzado en, a1 = q1(7), tenemos la siguiente computacién:

ar=q///

— az=0q//

— a3 =00q/

— a4 = U00O0q O
— ay = U0OOg .

Entonces,

f,g/ll-?—(Q) =< ResMT(al) >
=< Resur(a1///) >
=< a5 >
—< 0000¢0 >
=0
- ).

La demostracién de que f(x) = f,g,ll-?-(x) se presenta en el lema 2.49.

Ejemplo 1.20. Mostrar que la funcién f(z) = z + 1 es una funcién Turing-computable.

Construyamos una méaquina de Turing MT tal que f(x) = ,E,ll%(az) Sea MT la méquina de
Turing dada por: i1: ¢ OO N .
Asi, para x = 5 y comenzado en, a; = q1(7), la computacion estaria dada por:

ar=aq////]]

Es decir, la maquina no realiza ningin paso de computacién, por lo tanto:

(U (5) =< Resyr(ay) >

=< Resmt(q1//////) >

=< o] >

=<a//ll]]>
=6

= f(x).

Una demostracion de que f(z) = f,s,ll-%-(x) se presenta en el lema 2.50.
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1.4. M-funciones

En la actualidad, el comportamiento de cualquier méquina de Turing se acostumbra
expresarlo en la notaciéon de instrucciones. Cada instruccién estd constituida por una
quintupla:

qi S5 Sk M q
donde:

(i) ¢; es el estado actual,

(ii) s; es el simbolo que se lee,

(iv

(iii) sg es el simbolo que se escribe,
) m es el movimiento que se realiza,

(v) q es el estado final.

Aunque la notacién anterior fue propuesta por Turing en su articulo fundacional sobre
las maquinas de Turing, las méquinas construidas por él en dicho articulo (en particular
la maquina universal de Turing), no estan descritas en la “notacién de instrucciones”; por
el contrario, estan descritas en una notacién que permite simplificar considerablemente el
numero de instrucciones necesarias para describir el comportamiento de una maquina; dicha
notacion tiene como elemento principal el concepto de m-funcion.

Existen ciertos tipos de tareas tales como copiar una determinada secuencia de simbolos,
buscar un determinado simbolo en la cinta, imprimir una determinada cadena de simbolos al
final de la cinta, entre otras, que son de uso muy frecuente en la construccién de maquinas de
Turing de cierta complejidad. La idea entonces es contruir una méaquina de Turing génerica
para cada una de estas tareas, de tal forma que pueda ser invocada por otras méaquinas de
Turing que necesiten realizar dicha tarea. El concepto de m-funcién corresponde a estas
maquinas de Turing génericas.

Presentamos a continuacién algunos elementos necesarios para poder formalizar (par-
cialmente) y ejemplificar el uso de las m-funciones. Ademés, se indicaran los procedimientos
requeridos para expresar en la notacién de instrucciones cualquier m-funcién, lo cual nos
permitird paladear la simplicidad-complejidad ofrecida por dichas m-funciones.

Como mencionamos con anterioridad, la descripcién de algunas de las maquinas pro-
puestas por Turing se realiza con base en las m-funciones y en una notaciéon no tradicional
(diferente a la notacién de instrucciones). Esta notacién no tradicional se presenta por
medio de los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.21. Es frecuente, en Alan Turing, el uso de una notacién especial para escribir
o borrar un simbolo (tal como lo indican las tablas 1.6 y 1.7).

Ejemplo 1.22. Turing también utilizaba una notacién que permitia en la columna de
operaciones varios simbolos (tal como lo indica la tabla 1.8).
En la notacién actual, la tabla 1.8 se podria escribir como lo indica la tabla 1.9.
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Estado Inicial Simbolo Operacién Estado Final
B E B

Tabla 1.6: Notacién no tradicional: eliminacién de un simbolo.

Estado Inicial Simbolo Operacién Estado Final
B Pa B

Tabla 1.7: Notacién no tradicional: escritura del simbolo « sobre la cinta.

Ejemplo 1.23. Un ejemplo adicional del uso de varios simbolos en la columna de operaciones
se indica en la tabla 1.10.

En la notacion actual, la tabla 1.10 se podria escribir como lo indica la tabla 1.11.

Este ejemplo permite entrever la dificultad que se presenta al traducir la notacién
utilizada por Alan Turing a la notacién de instrucciones. El doble movimiento indicado
por la operacién “R, R, P17, para ser escrito en la notacién tradicional, exige conocer el
conjunto de simbolos que pueden estar sobre la cinta. Este conjunto de simbolos se denota
por el simbolo ‘Cualquiera’.

Ejemplo 1.24. La notacién no tradicional permite escribir en una sola instruccion el
ntimero de operaciones que se desee (como lo permite observar la tabla 1.12).

En este caso, a partir del estado B, sin importar sobre cudl simbolo del alfabeto se
encuentre la maquina, ésta imprime el simbolo e, se mueve a la derecha, imprime de nuevo
el simbolo e, se mueve a la derecha, imprime el simbolo 0, se mueve dos casillas a la derecha,
imprime el simbolo 0, finalmente se mueve dos casillas a la izquierda y pasa al estado C
(mirar ejercicio 1.7).

Definiciéon 1.25 (m-funcién). Una m-funcién es una maquina de Turing que permite el
uso de parametros para los estados y los simbolos que la conforman.

El uso de parametros permite que la m-funcién sea llamada por una maquina de Turing,
instanciando éstos de acuerdo con sus necesidades especificas. El uso y la combinacion de
estas maquinas de Turing parametrizadas o m-funciones simplifica la construccién de las
méquinas de Turing.

Definicién 1.26 (Expansiéon m-funcion). El proceso de la traduccion final de una m-funcién
a la notacién de instrucciones (instrucciones de la forma: ¢; s; s, m ¢), exige conocer
el valor de los pardametros con los cuales es invocada, y ademéds conocer el alfabeto de
la maquina de la cual la m-funcién hace parte. Aunque esta traduccién no es posible de
realizarla con base en la definicién de la m-funcién, si es posible hacer una traducciéon
parcial a la “nomenclatura de instrucciones” que facilite el proceso de traduccion final, una
vez se conozca la informacién (valor de los pardmetros y alfabeto de la maquina) requerida
para ello; este proceso de traduccién parcial lo denominamos la ezpansion de la m-funcién.
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Estado Inicial Simbolo Operacién Estado Final
B Ninguno PO, L B

Tabla 1.8: Notacién no tradicional: varios simbolos en la columna de operaciones (1).

Estado Simbolo Simbolo Movimiento Estado Si-
Actual Leer Escribir guiente
B O 0 L B

Tabla 1.9: Escritura en la notaciéon actual para la tabla 1.8.

Los ejemplos 1.27, 1.28 y 1.29 operan bajo la hipétesis de que existe un simbolo e como
el simbolo maés a la izquierda en la cinta; ademas suponen que los simbolos principales
(denotados con s;) estan intercalados con simbolos auxiliares (denotados con m;), tal como
lo indica la tabla 1.13.

Ejemplo 1.27. Dado que exista un simbolo e como el simbolo mas a la izquierda de la
cinta, la m-funcién F(S, B, a) busca el simbolo «; si lo encuentra, pasa al estado S, si no lo
encuentra, pasa al estado B. La m-funcién F(S, B, a) estd dada por la tabla 1.14.

Es frecuente que una m-funcién—en este caso la m-funcién F(S, B, a)—esté compuesta
por varias m-funciones: para este caso, F1(S,B,a) y Fa(S, B,«). De las definiciones
de las m-funciones F1(95, B,a) y F(S, B,a) se observa que la definicién de F1(S5, B, o)
presentada en la tabla 1.15, indica el comportamiento para el simbolo ‘Ninguno’. Por el
contrario, la definicién para F(S, B, a) presentada en la tabla 1.16, no lo indica. En este
caso el comportamiento del simbolo ‘Ninguno’ esta implicito en el comportamiento para el
“simbolo” ‘No e’. Sefialemos ademéds que la expansién de la m-funcién F(S, B, «v) se presenta
en la tabla 1.17.

Ejemplo 1.28. Dado que exista un simbolo e como el simbolo mas a la izquierda de la
cinta, la m-funciéon PE(S, 3) imprime el simbolo /3 al final de la secuencia de simbolos y
pasa al estado S. La m-funcién PE(S, 3) estd dada por la tabla 1.18.

Para simplicar la expansién de la m-funciéon F(PE1(S, 3),S,e) se supondra que el
simbolo ‘e’ estd en la cinta. Note el lector que la expansién de la m-funcién PE(S, 8) se
presenta en la tabla 1.19.

Ejemplo 1.29. Con base en que exista un simbolo e como el simbolo mas a la izquierda
de la cinta, la m-funcion PE2(S, a, §) imprime los simbolos v y 8 al final de la secuencia
de simbolos y entonces pasa al estado S. Note ademéas que la m-funciéon PE2(S, «, 3) esta
dada por la tabla 1.20 (mirar ejercicio 1.8).
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Estado Inicial Simbolo Operacion Estado Final
B 0 R, R, P1 B

Tabla 1.10: Notacién no tradicional: Varios simbolos en la columna de operaciones (2).

Estado Simbolo Simbolo Es- Movimiento Estado Si-
Actual Leer cribir guiente

i 0 0 R di+1

Qi+1 Cualquiera  Cualquiera R Qi+2

Qi+2 Cualquiera 1 N Qi

Tabla 1.11: Escritura en la notacién actual para la tabla 1.10.

1.5. Codificacion de las maquinas de Turing

1.5.1. Codificacién de Turing

Para desarrollar la solucién al caso general del problema de la decision, Turing utilizd
una enumeracién muy particular de sus maquinas. Esta enumeraciéon tiene como base un
mecanismo de codificacién de las mismas. Por otro lado, la codificaciéon de las maquinas es
necesaria para definir un procedimiento que sea capaz de ejecutar cualquier maquina de
Turing (en la seccién correspondiente a la maquina de Turing universal desarrollaremos
esta idea).

Presentemos entonces la codificacion y la enumeracién de maquinas propuesta por
Turing. De acuerdo con la definicién formal de una méquina de Turing tenemos el siguiente
“esquema” para una instruccion: ¢; s; sy m q;; donde 4,5, k,0 >0y me M = {L,R,N}.
Con base en esta representacion, reemplazamos cada instruccion de acuerdo con la siguiente
codificacién:
¢;: Se reemplaza por una D seguida de A repetida i veces
sj: Se reemplaza por una D seguida de C' repetida j veces

Acto seguido, todas las instrucciones de la maquina se reescriben utilizando este c6digo
y se separan por un punto y coma (; ).

Definicién 1.30 (Descripcién estandar). Cuando describimos el conjunto de instrucciones
de nuestra méquina utilizando este sistema de codificacién, decimos que la maquina esta
representada en su descripcion estandar. Las instrucciones de la descripcion estandar estaran
construidas con simbolos del alfabeto ¥ = {A4,C, D, R, L, N,; }.

De forma similar, asociamos a cada simbolo del alfabeto ¥ un ntimero natural mediante
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EI S Operacion EF
B Pe,R,Pe,R,PO,R,R, PO, L, L. C

Tabla 1.12: Notacién no tradicional: multiples operaciones.

e Lol Lol T Lome o] Tocl T

Tabla 1.13: Estado de la cinta para los ejemplos 1.27, 1.28 y 1.29.

la siguiente funcién f : ¥ — N; donde:

1, sis=A;
2, sis=C,
3, sis=D;
f(s) =144, sis=L;
5, sis= R,
6, sis= N,
7, sis=;.

Luego reemplazamos cada simbolo de la descripcién estandar de una maquina de Turing
por el valor numérico que tiene asociado.

Definicién 1.31 (Numero de descripcién). El ntimero asi obtenido es denominado el
numero de descripcion de la maquina codificada.

Ejemplo 1.32. Hallemos la descripciéon estandar y el nimero de descripcién para la
maquina MT:

itz @ O / R aq
i @1 / |/ R @
i3 o1 O O L ¢

iz g / O N stop

Renombremos los simbolos utilizados por MT asi: [J por sg, y / por s;. Ademads
renombremos el estado stop con el simbolo ¢3. Ahora podemos escribir de nuevo las
instrucciones y obtener la descripcién estdndar de cada una de ellas como lo indica la
tabla 1.21.

Realizado este proceso de codificacién, tendriamos la siguiente descripcion estandar
para la maquina MT:

DDDCRDA; DADCDCRDA; DADDLDAA; DAADCDNDAAA;
y su numero de descripcién seria, entonces:

333253173132325317313343117311323631117.
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Estado Inicial Simbolo Operacién Estado Final

F(S,B,a) e L F1(S, B, a)
No e L F(S,B,a)

F1(S, B, ) a S
No « R F1(5,B, )
Ninguno R F2(S, B, )

F» (S, B, a) o S
No « R F1(S, B, )

Ninguno R B

Tabla 1.14: M-funciéon F(S, B, «).

Estado Inicial Simbolo Operacién Estado Final

F]_(S,B,OZ) (0% B
No « R F1(S,B,a)
Ninguno R F2 (S, B, a)

Tabla 1.15: M-funcién F1(S5, B, a).

Podemos observar que para cada maquina de Turing existe un ntimero natural que la
representa, mas no todo nimero natural representa una méaquina de Turing. Ademaés, de
acuerdo con la enumeracién anterior, es posible demostrar que el conjunto de las maquinas
de Turing es enumerable (y en particular infinito), y naturalmente lo es el conjunto de
los algoritmos que se pueden construir sobre algiin lenguaje. Esto debe ser asi, si somos
consistentes con la idea de que cualquier algoritmo puede ser representado por una maquina
de Turing.

1.5.2. Codificacién de Godel

Existen otros procedimientos de codificacion para las maquinas de Turing diferentes al
propuesto por Turing. Presentamos entonces, uno de estos procedemientos, basado en los
nimeros de Godel.

Para la demostracién de su famoso teorema de incompletitud de la aritmética, Kurt
Godel, utilizoé la idea hoy conocida como codificacién numérica o cédigos de ntiimeros. La
potencia de esta técnica produjo su estandarizacién en el campo de la légica matemaética y
teorias afines. En otros términos, Godel se sirvié de una codificaciéon numérica de las cadenas
o palabras del lenguaje de la aritmética. Es decir, mediante una previa ordenacién de los
simbolos del alfabeto, logré generar una técnica para codificar éste y en general, cualquier
lenguaje cuyo alfabeto sea enumerable. Godel nos mostréd, en detalle, como codificar las
reglas de inferencia de un sistema formal, asi como el conjunto de sus axiomas y teoremas.
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Estado Inicial Simbolo Operacién Estado Final
F(S, B, «) e L F1(S, B, «)
No e L F(S,B, )

Tabla 1.16: M-funcién F(S, B, a).

EA® SL® SE¢ M? ES° Explicacién
G e e L @41 Expansién m-funcién F(S, B, «)
qi Noe Noe L Qi
4 0 O L g
Gi+1 Q@ Q@ N S Expansion m-funcién F1 (S, B, «)
gi+1 Noa Noa R g1
giv1 U U R qgit2
Git2 « Q@ N S Expansion m-funcién Fa(S, B, o)
giv2 Noa Noa R g1
qi+2 O O R B

“EA: Estado Actual
SL: Simbolo Leer
°SE: imbolo Escribir
IM: Movimiento

°ES: Estado Siguiente

Tabla 1.17: Expansion m-funcién F(S, B, ).

El objetivo de la presente seccién se limitard a presentar, no lo que Godel hizo, sino lo
esencial de su técnica de codificacién y su aplicacion a las maquinas de Turing.

Definicién 1.33 (Codificacion de Godel). Supongamos que ¥ = {b1, ba, ...} es un alfabeto
enumerable y sean ¥* y X" los conjuntos de palabras y n-tuplas construibles sobre el
alfabeto ¥. Llamaremos codificacién de Godel, del conjunto X", a toda funcién inyectiva
f X" — N. Igualmente, la funcién f : ¥* — N la llamaremos la codificacién de Godel para
DI

El procedimiento o técnica de codificacion (o aritmetizacién) de Godel esta sustentado
en el teorema fundamental de la aritmética. Este procedimiento lo podemos dividir en dos
partes, a saber:

Primeramente, definimos una funcién, digamos NG, sobre el conjunto ¥ (el alfabeto);
posteriormente, definimos una extensién de esta funcién (o del proceso), apoyandonos en
el teorema fundamental de la aritmética. Asi, para el caso del alfabeto ¥ = {b1,bo, ...},
tenemos

1. NG(b;) = i.
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Estado Inicial ~ Simbolo  Operacion Estado Final
PE(S, ) F(PE4(S,5),S,¢e)
PE;(S, ) Cualquiera R, R PE;(S,5)
PE+ (S, B) Ninguno Pp S

Tabla 1.18: M-funcién PE(S, ).

EA SL SE M ES Explicacién
i e e N  ¢i+1 Expansién m-funcién PE(S, 5)
g Noe Noe L qi
qi U 0o L g

giv1  C° C R g2

giv1 O p N S

giv2 C C R gt

qiv2 U O R gn

¢C: Cualquiera

Tabla 1.19: Expansién m-funcién PE(S, ).

2. Sia € X*ya=s182...8k, sea Pn(k) la funcién que calcula el k-ésimo primo, entonces

NG(a) = Pn(1)NCE1 . Pr(2)NGe2) | p(jNGLer)

k
= [ Pn(a)Net)
=1

La funcién NG, transforma la palabra o € ¥* en un nimero natural NG(«). Este nimero
se conoce como el nimero de Gédel para «, segin la enumeracion o codificacion NG.

Ejemplo 1.34.

1. Consideremos el alfabeto > cuyos elementos son los simbolos de la siguiente lista:

+,5(),=,0,1,...,9,a,b,x1,z2,...,%;,...
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Simbolo Estado Final

PE(PE(S, 5), a)

Estado Inicial
PE2 (57 «, B)

Operacion

Tabla 1.20: M-funcién PE2(S, «, ).

Instruccién original Instrucciéon renombrada Instruccion codificada

11 q0 O / R q1 qo So S1 R q1 DDDCRDA

19: a1/ /Raq q1 s1 51 Rqu DADCDCRDA
i3: q1 oL q2 q1 So So L q2 DADDLDAA
4 g2 / O N stop g2 $1 S0 N g3 DAADCDNDAAA

Tabla 1.21: Descripcién estandar de instrucciones.

2. Definimos la funcién NG, que codifica los simbolos de ., como sigue:

1, sis=+4;
2, sis=-
3, sis={(;
4, sis=);
5, sis==;
6, sis=0;
NG(s)={ 7 sis=1
15, sis=09;
16, sis=a;
17, sis=1b;
18, sis=ux;

3. ;Cudl es el codigo o nimero de Godel de la expresion o

515253545556
=2-5=10.

De acuerdo con esta codificacién o enumeracion la expresiéon « tendria el siguiente
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numero de Godel:
k
NG(2 -5 = 10) = J] Pn(i)Ne(=)
i=6

— 9NG(2) | gNG())  5NG(5) | 7NG(=) | {{NG(1) , 13NG(0)

—=28.32. 511 .75 .117. 136
= 177849083895509989462500000000.

Como la funciéon NG es inyectiva, podemos garantizar la unicidad del codigo y la
existencia de cédigos diferentes para palabras diferentes de X*. Igualmente, podemos saber
si dado un n € N existe una palabra de ¥* codificada por dicho ntimero. Y en caso de que
exista, podemos determinar tal palabra; para lograrlo es suficiente hallar la factorizaciéon
prima de n en N.

Ejemplo 1.35. Para la funcién de codificaciéon presentada en el ejemplo 1.34, ; Existe una
palabra de X*, cuyo cédigo sea n = 22507
Solucién:

1. Factorizamos a n, esto es, n = 2! .32 .53,

2. Hallamos, si existen, s, s2,s3 € X, tales que NG(s1) = 1; NG(s2) = 2 y NG(s3) = 3.
Luego s1 =+, s2 =y s3 = (

3. Luego, a = + - (

Definicién 1.36 (Codificacion de Godel: instruccién). El alfabeto ¥ para una instruccién
de una maquina de Turing estd dado por:

Y ={R,L,N,S0,---,5m,q0y--,qn}-

Definimos la funcién NG que codifica los simbolos de 3 por:

3, sia = R;
5, sia=L;
7, sia = N;
9, sia = sg;
11, si a = qo;
NG(a) = 13, sia=sy;
15, sia=qi;
4149, sis=s;;
4i+ 11, sis=gq;.
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El esquema para un instruccién de una maquina de Turing es: ¢; s; s m ¢, donde
i,7,k,1 >0y me M ={L,R,N}. Si definimos los simbolos ay, as, as, a4, as por: a; = ¢;,
as = 8;, a3 = S, a4 = My as = q, entonces de acuerdo con la codificacién anterior para el
alfabeto X, el nimero de Gddel asociado con una instruccion, estd dado por:

H Pn NG (ak)

Ejemplo 1.37. Sean las instrucciones:

i1t g0 S0 s1 R @
2 q1 s1 s1 R @
Su ntimero de Godel estd dado por:

5
— T Prk)NStx)

— 9NG(q0) . gNG(s0) . sNG(s1) . 7NG(R)  11NG(q1)

_oll 39 £13 73 1115
= 70504315178706581777797500000000000.

H Pn NG (ak)

— 2NG(q1) . gNG(s1) . 5NG(s1) | 7NG(R) . 11NG(q1)

— 215 . 313 i 513 . 73 . 1115
= 91373592471603729984025560000000000000.

Definiciéon 1.38 (Codificacion de Godel: maquina de Turing). Sea MT una maquina de
Turing compuesta por un conjunto de instrucciones {i1, i, ..., 4, }. El nimero de Godel
para MT esta dado por:

H Pn NG ’Lk

Ejemplo 1.39. Sea MT una maquina de Turing compuesta por las instrucciones:
i1t g S0 s1 R @
i @1 s1 s1 R @
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El ntimero de Godel de la maquina de Turign MT, estd dado por:

2
NG(MT) = [ Pn(k)Ne()
k=1

— 9NG(i1) y gNG(i2)
_ 2211.39.513.73'1115 x 3215,313,513,73,1115

— 270504315178706581777797500000000000 % 391373592471603729984025560000000000000

1.6. MaAquina universal de Turing

Alan Mathison Turing no sélo definié formalmente el concepto de algoritmo por medio
de sus maquinas de Turing, sino que ademés (en el mismo articulo donde describi6 la nocién
de maquina de Turing), construyé el modelo teérico de nuestros computadores actuales
por medio de una maquina abstracta conocida en nuestros dias como mdquina universal
de Turing. Posteriormente a estos trabajos, Turing dirigié su interés hacia el area de la
Inteligencia Artificial. En esta drea se destaca su test para verificar si un computador goza
de la propiedad de “inteligencia”, test hoy conocido como la verificacion de Turing.

La méaquina universal de Turing es una maquina de Turing muy particular. Esta maquina
recibe como entrada una maquina de Turing y una secuencia de datos iniciales; asi, la
maquina universal de Turing realiza la ejecucién de la maquina de Turing (dada como
entrada) con la secuencia de datos iniciales. Expresaremos, en notacién funcional, esta
nocién como sigue: sean U, la maquina universal de Turing, MT una méquina de Turing, «
una secuencia de datos iniciales y 8 una secuencia de datos de salida, entonces:

UMT,a) =8 siysolosi MT(a)=pg.

En el lenguaje informatico lo expresamos por: un computador (méquina universal de
Turing) ejecuta un algoritmo (maquina de Turing) con unos datos de entrada (secuencia de
datos iniciales) y genera unos datos de salida (secuencia de datos salida).

Como mencionamos anteriormente, la maquina universal de Turing es una maquina de
Turing muy particular: antes de comenzar su ejecucion, los datos de entrada (méquina de
Turing, secuencia de datos iniciales) deben estar en la cinta. La maquina de Turing actta
como “primer” dato de entrada, y debe estar expresada en su descripcién estandar; a su
derecha se escribe la secuencia de datos iniciales, como lo indica la tabla 1.22.

Descripcién estandar de una MT ‘ ‘ secuencia datos iniciales ‘ .

Tabla 1.22: Entrada para la maquina universal de Turing.

La maquina universal de Turing estd compuesta por un conjunto de instrucciones que
“saben” como “ejecutar” la maquina de Turing (expresada en su descripcién estandar) con
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la secuencia de datos iniciales. La descripcion exacta del comportamiento de la maquina
universal de Turing es bastante compleja (por ello remitimos al lector interesado a la
bibliografia).

En resumen podemos sintetizar lo dicho como sigue: la maquina universal de Turing
debe “capturar” la situacion actual (estado actual, simbolo actual) de la méquina de Turing.
Entonces, debe ir a buscar una instruccién para esta situacién actual (en la seccién de la
descripcion estdndar de la maquina); si la encuentra, debe realizar lo que esta instruccién
indica (en la seccién de la secuencia de datos iniciales), almacenando cudl era la posicién
de la maquina (que estd ejecutando) sobre los mismos; luego va de nuevo y busca una
instrucciéon para la nueva situacién actual y asi contintia su proceso hasta que la maquina
de Turing se detenga (si éste fuese el caso).

1.7. El problema de la parada

Antes de realizar la presentacién formal del problema de la parada, consideremos las
siguientes definiciones y “propiedades” fundamentales para nuestro trabajo.

(i) Una funcién f(x) es efectivamente calculable si y sélo si existe un algoritmo que la
calcula.

(ii) Dado el hecho de que los algoritmos se presentan como constructos de un lenguaje en
particular, podemos pensar en una ordenacién de los mismos. Primero, tendriamos
los algoritmos de longitud uno (si existen), luego los algoritmos de longitud dos, y, asi
sucesivamente. Para los algoritmos de longitud n, podemos realizar un ordenamiento
lexicografico, ordenamiento con el cual obtendriamos finalmente una enumeracién de
todos los algoritmos. Denotemos esta enumeracién por: Aj, As, ..., Ay, .. ..

(iii) Sea fi(x), la funcién efectivamente calculable, calculada por el algoritmo A;.

(iv) Definamos una nueva funcién g(x) = fy(z) + 1, para toda x. Podemos observar
que g(z) es una funcién efectivamente calculable, dado que se obtiene sumando uno
al algoritmo usado para calcular la funcién f,(z). Este procedimiento es algoritmico.

(v) Dado que g(x) es una funcién efectivamente calculable, debe existir una funcién
fi(x) tal que, fi(z) = g(z). Es decir, debe existir un algoritmo A; que calcula la
funcién g(z).

De otra parte, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.40. No existe fi(x) tal que, fi(x) = g(z). Es decir, g(z) es una funcion que
no es efectivamente calculable.

Demostracion.
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1. g(x) = fz(x) + 1, para todo z.

2. Sea fi(z) = g(z) = fz(x) + 1 para todo z.

3. Para x = i tenemos f;(i) = g(i) = fi(i) + 1, lo cual es una contradiccion.

4. Por lo tanto, no existe f;(z), tal que f;(z) = g(x). O

Por una parte, las propiedades y razonamientos implicados en los numerales (i) a (v)
nos indican que g(x) es una funcién efectivamente calculable, pero el teorema 1.40 nos
indica que g(z) no es una funcién efectivamente calculable. ;Cudl de los razonamientos es
incorrecto?

El razonamiento incorrecto es el realizado en los numerales (i) a (v). En particular el
numeral (ii) supone la existencia del ordenamiento de los posibles algoritmos. Dado varios
algoritmos de longitud n, no vemos inconveniente en realizar un orden lexicografico sobre
ellos. Entonces, jcudl es el error en este punto? El error consiste en suponer que contamos
con un criterio de decidibilidad para los algoritmos, es decir, que dada una secuencia de
palabras, se pueda identificar si éstas forman o no un algoritmo. La nocioén intuitiva de
algoritmo nos exige la ejecucion de un nimero finito de instrucciones en un tiempo finito.
Con respecto al niimero finito de instrucciones, no existe inconveniente en su deteccién. El
problema consiste en que no contamos con un procedimiento efectivo que nos permita decidir
si un conjunto de instrucciones finitas se detendra o no a partir de una secuencia de datos
iniciales y, al no contar con este procedimiento efectivo, entonces no podemos identificar el
conjunto de instrucciones como un algoritmo (se detiene) o como un no algoritmo (no se
detiene). Este problema de determinar si un conjunto de instrucciones se detiene o no, es
conocido como el problema de la parada.

El problema de la decision, en su caso general, fue replanteado por Turing en los
siguientes términos: ; Es posible construir una maquina de Turing capaz de responder si una
maquina de Turing se detendra o no para una secuencia de datos iniciales determinada?
Expresado en otros términos:

Sean, MT una méaquina de Turing y a una secuencia de datos iniciales. Existe una
maquina de Turing P, tal que:

(|\/| ) = L,
P(MT, «
0, si MT no se detiene con a.

si MT se detiene con a;

Esta formulacién (de Turing) se conoce como el problema de la parada.

El lector observara que para ciertas maquinas de Turing y para ciertas secuencias de
datos iniciales es posible determinar si la maquina se detendrd o no. Por ejemplo, para la
méquina MT construida en el ejemplo 1.1 y la secuencia de datos iniciales vacia, la maquina
no se detiene. Por el contrario, la maquina MT construida en el ejemplo 1.3 y para una
secuencia de datos iniciales constituida por dos niimeros naturales, expresados en el codigo
de “palitos”, si se detiene. Pero estas, son soluciones al problema de la parada para un caso
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particular, y nos interesa la solucion al problema de la parada para su caso general, es decir:
jes posible construir una maquina de Turing P que resuelva el problema de la parada, para
cualquier maquina de Turing y para cualquier secuencia de datos iniciales?

Teorema 1.41. Si MT es una mdquina de Turing y « es una secuencia de datos iniciales,
entonces no existe una maquina de Turing P, tal que:

P(MT, a) = {1, st MT se detiene con «;

0, siMT no se detiene con a.

Demostracion. La demostracién procederd por reduction ad absurdum. Supongamos que
existe P, entonces podemos definir una nueva méaquina de Turing H por:

H( 1, si P(MT,, a) = 0;
o) =
no se detiene, si P(MT,,a)=1.

Como H es una méaquina de Turing le corresponde un nimero de descripcion; denominemos
este nimero MTg, e invoquemos a H con el pardmetro 5. Entonces, H(3) = 1si P(MTg, ) =
0. De acuerdo con la definiciéon de P, P(MTg, 5) = 0, lo cual significa que la maquina MTg
con la entrada 8 no de detiene. Pero la maquina MTg es la maquina H y estamos afirmando
que H(3) = MTg(B) = 1, es decir, que la maquina MTg con la entrada (3 se detiene, y esto
es una contradiccién. Un razonamiento similar puede ser construido para, H(8) = 0 no se
detiene. Podemos entonces concluir que no existe la maquina P(MT, ). O

El teorema anterior expresado en términos del problema de la decision nos permite
afirmar el problema de la decisién; el caso general, no tiene solucién.

El problema de la parada no es el tinico problema que no puede ser resuelto por una
méaquina de Turing. Como un ejemplo adicional presentamos el problema conocido como el
problema del castor afanoso (the busy beaver problem).

Ejemplo 1.42. Sea ¥(n) el nimero méximo de “unos” que puede escribir una méquina
de Turing con n estados antes de detenerse (sin contar con el estado donde se detiene),
comenzando con la cinta en blanco, con un alfabeto dado por {|} y en la cual sélo se permiten
dos movimientos, a izquierda o a derecha. Por otra parte, la funcién S(n) representa el
nimero maximo de movimientos realizados por una maquina de Turing con las caracteristicas
anteriores.

Hallar el valor de la funcién ¥(n) es conocido como el problema del castor afanoso. La
funcién ¥(n) y la funcién S(n) fueron sugeridas por Tibor Rado en 1962. La tabla 1.23
muestra los valores conocidos para las funciones X(n) y S(n).

A manera de ejemplo, la maquina de Turing que calcula 3(3) estd dada por las siguientes
instrucciones:
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n Y(n) S(n)

1 1 1

2 4 6

3 6 21

4 13 107

5 >4,008 > 47176870

6 >95,524,079 > 8,690,333,381,690,951

Tabla 1.23: 3¥(n) y S(n) para 1 <n <6.

i ¢ O | R g
is: 1 | | L g3
iz @ O | L q
is: @ | | R @
is: g3 O | L ¢
i¢: g3 | | R stop

El nimero de maquinas de Turing de n estados con las caracteristicas descritas para el
problema del castor afanoso es (4(n+1))?", dado que para cada estado de no parada hay dos
posibles transiciones; entonces hay 2n transiciones y cada transicién tiene: 2 posibilidades
de escribir un simbolo (O, |), dos posibilidades de movimiento (L, R) y (n + 1) posibles
estados para ir (contando el estado de parada).

Solucionar el problema del castor afanoso para un n en particular es muy dificil por dos
razones: la primera es que el espacio de biisqueda es muy extenso ((4(n + 1))?" maquinas)
v la segunda, algunas de estas maquinas pueden no parar y detectar esto puede ser muy
dificil.

Para el caso general, el problema del castor afanoso en imposible de solucionar tal como
lo indica el siguiente teorema.

Teorema 1.43. La funcion X(n) no es Turing-computable.

Demostracion. La idea de la demostracion es demostrar que si f(z) es una funcién Turing-
computable, existe zg tal que X(x) > f(x) para z > xo.

1. Sea f(z) una funcién Turing-computable.

2. La funcién g(x) = Z (f(i) + %) es una funcién Turing-computable.
0<i<z

3. Sea M, una maquina de Turing de n estados que calcula la funcién g. Supongamos
que M, comienza con un bloque de z unos y finaliza con un bloque de g(z) unos,
separados al menos por una celda del bloque inicial.
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Sea M una méquina que realiza tres cosas: (a) Inicialmente escribe = unos a partir de
una cinta en blanco, lo cual puede hacerse con x estados; (b) Ejecuta la maquina Mg;
por lo tanto en la cinta hay un bloque de z unos y un bloque de g(x) unos, lo cual
puede hacerse con z + n estados; (c¢) Ejecuta de nuevo la maquina My, por lo tanto
en la cinta hay un bloque de x unos, un bloque de g(x) unos y un bloque de g(g(z))
unos, lo cual puede hacerse con x + 2n estados.

. Sabemos que X(z + 2n) > z + g(z) + g(g(x)) porque la maquina que calcula la

funcién ¥ debe escribir por lo menos tantos unos como la maquina M.

. Existe ¢; tal que 22 > x + 2n, para todo = > ¢1 y de la definicién de g(x) tenemos

que g(x) > 2%, luego g(x) > x + 2n, para todo = > ¢;.

De la definicién de g(z) tenemos que g(x) > g(y) si = > y, luego g(g(z)) > g(x + 2n),
para todo = > ¢y.

. Luego, para todo = > ¢y,

Y(x+2n)>xz+g(z)+g9(9(z))
> g(9(x))
> g(z + 2n)
> f(z + 2n).

. Dado que la funcién f es arbitraria y la funcién 3 eventualmente es mayor que la

funcién f, se sigue que la funcién X(n) no es Turing-computable. O

Como consecuencia del teorema anterior, se sigue que la funcién S(n) no es Turing-
computable.

Teorema 1.44. La funcién S(n) no es Turing-computable.

Demostracion.

1.

Sea My, una méquina de Turing de n estados que escribe Y(n) unos antes de detenerse.

La méquina My, debe realizar por lo menos (n) movimientos.

. Entonces S(n) > X(n).

. Como X(n) es eventualmente més grande que cualquier funcién Turing-computable,

entonces S(n) también lo es.

. Luego, S(n) no es una funcién Turing-computable. O



54 Computabilidad

1.8. Ejercicios

Ejercicio 1.1. Sea X = {a,b, ¢,d} un alfabeto y « una palabra de ¥* sobre la cinta. Disefie
una maquina de Turing, tal que:

1. Elimine la palabra « sobre la cinta.

2. Elimine todos los simbolos a de la palabra .

3. Elimine todos los simbolos a y el segundo simbolo b de la palabra a.
4. Elimine todos los simbolos a y el dltimo simbolo b de la palabra «.

5. Invierta la palabra .

Ejercicio 1.2. Dado un simbolo s € 3. sobre la cinta. Disefie una maquina de Turing que
encuentre éste, sin importar en qué posicion inicial sobre la cinta, comienza su ejecucién.

Ejercicio 1.3. Dos méquinas de Turing son equivalentes si para la misma entrada « sobre
la cinta, se obtiene la misma salida § sobre la cinta. Demuestre que para toda maquina de
Turing MT existe una maquina de Turing equivalente MT’ que nunca visita las celdas a la
izquierda de la celda desde la cual comienza la maquina MT su ejecucién.

Ejercicio 1.4. Disefie maquinas de Turing que realicen las conversiones necesarias entre
los cédigos binario, decimal y “palitos”.

Ejercicio 1.5. Sean x1, z2 € N, demuestre que la funcién f(x1,z2) = 1+ x2 es una funcién
Turing-computable.

Ejercicio 1.6. Disene una méaquina de Turing MT tal que fut = f, donde la funcién f
estd dada por:

1. f .Tl,:EQ,l‘g) = x9.
2. f(x1, 22,23, 14) = 24.

3. f(z)=2x.

AR
=

8

Y in(z,y).

S
~

T,y

(
(
(
(2, y) = max(z, y).
(
(
(

)
)=m
) = mcd(z,y) (use el algoritmo de Euclides para el med).
) = zy.

7. f(z,y

Ejercicio 1.7. Traducir la tabla 1.12 a la “nomenclatura de instrucciones”.
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Ejercicio 1.8. Realizar la expansién de la m-funcién PE3(S, «, 5) presentada en el ejem-
plo 1.29.

Ejercicio 1.9. Construya las siguientes m-funciones:

1. L(S): Se desplaza una celda a la izquierda y pasa al estado S.

2. F/'(S,B,a): Similar a la m-funcién F(S, B, «), pero antes de pasar al estado S se
desplaza a la izquierda.

3. CP(S,A,C,«, 3,7): A partir de un simbolo inicial a la izquierda -y, compara las dos
primeras ocurrencias de los simbolos a y 3. Si alguno de los dos simbolos no esta,
pasa al estado C si los simbolos son diferentes, pasa al estado A y si los dos simbolos
son iguales, pasa al estado S.

Ejercicio 1.10. Decimos que una maquina de Turing acepta una palabra « si comenzando
con « sobre la cinta, la maquina se detiene con la cinta en blanco. Construya una maquina
de Turing que acepte Uinicamente palabras de la forma 10, 1100, 111000, ..., 1™0", ...,
para n > 1.

Ejercicio 1.11. Proponga una definicién de una maquina de Turing que satisfaga las
siguientes condiciones:

1. No deterministica.

2. Probabilistica.

3. Que opere sobre dos cintas.

4. Que opere sobre n cintas.

5. Que opere con dos cabezas de lectura-escritura.
6. Que opere con n cabezas de lectura-escritura.
7. 2-dimensional.

8. n-dimensional.

1.9. Notas bibliograficas

El articulo fundacional sobre las méquinas de Turing es [Turing 1936-1937]. Por su
parte, Davis [1982], Hopcroft [1984], Kleene [1974], Mendelson [2015], Minsky [1967], Penrose
[1991], Penrose [1996], Sicard Ramirez [1996], Sieg [1997] y Soare [1996], entre otros, ofrecen
algunos elementos contextuales para la nociéon de maquina de Turing. La definicién para las



56 Computabilidad

funciones Turing-computables fue adaptada de [Davis 1982]. La codificacién de las maquinas
de Turing y la definiciéon de m-funcién fueron adaptadas de [Sicard Ramirez 1996], el cual a
su vez es una adaptacién de [Turing 1936-1937]. Con relacién a la méquina universal de
Turing, Penrose [1991] presenta una construccién alternativa a la propuesta por Turing
y Sicard [1997] ofrece algunos elementos para construir ésta, a partir de las m-funciones
propuestas por Turing. La situacién presentada como antesala al problema de la parada fue
tomada de [Davis 1982]. El problema del castor afanoso, presentado en el ejemplo 1.42 fue
tomado de [Shallit 1998; Marxen y Buntrock 1990].



Capitulo 2

Recursividad

En esta seccion consagraremos nuestros esfuerzos al desarrollo de una teoria intuitiva,
teoria que construiremos para una cierta clase de predicados y funciones de la teoria de
nameros. El concepto de funcién recursiva primitiva, los conceptos de funcién parcial y
funcién recursiva general o funcién p-recursiva, asi como las herramientas tedricas que
presentaremos en esta seccién, constituyen, a bien decir, elementos de mucha importancia
tanto en la logica como en la informética tedrica.

En los inicios de la década de los treinta, en busca de la nocién de procedimiento efectivo,
se introduce la teoria de las funciones recursivas. En ese entonces se hace de la nocién de
funcién recursiva general un eje central. En particular Kurt Godel utiliza una subclase
especifica de esta nocién (las funciones primitivas recursivas) para codificar la teoria de
numeros; Godel constituye esta nocién como estrategia clave para la construccion de la
demostracion de su teorema de incompletitud.

Anotemos inicialmente que para infinitas funciones numérico-tedricas no es posible hallar
una expresion algebraica que defina su regla de asociacion. Es justamente este aspecto el
que le confiere a la recursion toda su potencia métodica.

2.1. Funciones y relaciones numérico-tedricas

Definicién 2.1 (Relaciones numérico-tedricas). Sea R(x1,x2,...,x,) una relacién n-adica
tal que los argumentos o evaluaciones de 1, s, ..., T, sean numeros naturales. Tal relacién
la denominaremos relacién numérico-tedrica, es decir, R es una relacién numérico-teorica,
siy sélosi, RCN" conn > 1.

Ejemplo 2.2. Las siguientes son relaciones numérico-tedricas:

I Z{(x,y,Z)lxz—yzz, parax,y,zeN}

Ry Z{($1,$2,$3,9E4,$5) €N |2y — 3 20}’2954:965}-
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Definicién 2.3 (Funciones numérico-teéricas). Una funcién numérico-tedrica es una funcién
definida en N y evaluada en N, es decir, f es una funcién numérico-teérica, si y sélo si,
f:N® — N. La clase de las funciones numérico-teodricas F, la definimos como:

F=J Fu

n<N

donde

Fo={/[f:N=N},
Fo={flf: NN},

Fo={flf:N""' 5N},

Ejemplo 2.4. Las siguientes funciones, son funciones numérico-teodricas:
1. f:N?> = N, donde f(z,y,2) =22 +y + 2.

2. f:N* = N, donde f(x1,72,23,24) = (24)% — 271.

2.2. Funciones primitivas recursivas

Nuestro objetivo en esta seccion estard centrado en la construcciéon de una subclase de
funciones numeérico-teéricas que llamaremos funciones primitivas recursivas (FPR).

Antes de introducirnos en la teoria de la seccién, es 1til tener encuenta que para definir
una funcién o un predicado por recursién, procedemos mediante el siguiente esquema:
digamos que para f,

f(0) =k,
fn+1) = g(n, f(n)),

donde, k es un nimero natural fijo y g es una funcién numérico-tedrica.

Siguiendo el procedimiento de definiciéon por construccién, veremos que las funciones que
deseamos reconocer como primitivas recursivas, son justamente aquellas que constructiva-
mente generamos mediante el uso de esquemas de construcciéon aplicados, un nimero finito
de veces, sobre un conjunto de funciones de base (o axiomas) que, de entrada, declaramos
como FPR.

Para definir, constructivamente, el conjunto de las FPR emplearemos el siguiente
procedimiento.
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Inicialmente definimos un conjunto de axiomas o condiciones limite. Las siguientes
funciones, llamadas funciones de base, serdn nuestras condiciones limite. Por ello las
declaramos axioméaticamente como FPR.

» z(z) =0, la funcién cero.
» s(z) =z + 1, la funcién sucesor.
w X (z1,22,...,2,) =}, el esquema de funciones k-ésima proyeccion.

Después dotamos al sistema de dos esquemas de construcciéon, con el propédsito de
construir nuevas funciones a partir de funciones ya construidas. Los esquemas de construccion
son:

= Esquema de composicién o de sustitucion.
Este esquema lo definimos mediante la siguiente expresion:
f(xla T2y ... 73377,) = g(hl(l‘lua’?v cee 7$TL)7 “ee 7hm($17x27 cee 7xn))7

donde, g : N — N y cada h; : N® — N son funciones bien definidas.

Es decir, si la funcién g(x1,x9,...,2y) y cada funcién h;(zy, ze,...,x,) son FPR,
entonces, la funcién f(x1,x9,...,2,), definida por el esquema anterior, es una FPR.
El valor de f, para una interpretacién de x1,x9,..., Ty, se obtiene evaluando a g en

los valores obtenidos para las h; con la interpretacién de las x;.
Si una funcién proviene de la aplicacién del esquema de composicién, decimos que f
estd definida por composicién de las funciones g y hi, ho, ..., hp,.

» Esquema de recurrencia primitiva.

Este esquema lo definimos mediante la siguiente expresion:

flx1, e, ..., 2,,0) = g(x1, 22, ..., Ty),
f(x1,x27"'axnay+1) :h(.’El,{EQ,...,l‘n,y,f(l’l,fﬁg,...,l‘n,y)),
donde, g : N — Ny h : N**2 5 N son funciones bien construidas. Es decir, si

las funciones g(z1,z2,...,on) ¥y h(x1,22,...,Tn, Tni1, Tni2) son FPR, entonces, la
funcién f(z1,x9,...,Tn,y), definida por el esquema anterior, es una FPR.

En este caso, diremos que f estd definida o construida por recurrencia primitiva,
mediante las funciones g y h.

Si no existe ambigiiedad respecto al contexto de trabajo, simplificaremos la notacién
introducciendo el simbolo #,, en lugar de la n-tupla z1, o, ..., z,; asi, el esquema de
recurrencia primitiva, quedaria expresado por:

f(fnyo) - g(fn)v
f(:i:'m y+ 1) = h(f'm Y, f(fnvy))
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Definicién 2.5 (Funcién primitiva recursiva (FPR)). Una funcién numérico-tedrica f se
dice primitiva recursiva, si y sélo si f es una funcién de base, o, f se puede obtener a partir
de las funciones de base mediante la aplicacién de un ntimero finito de veces del esquema
de composicién y/o del esquema de definicién por recurrencia primitiva. Es decir, f es FPR
si y solo si existe una sucesion de funciones fi, fo, ..., fn tales que:

L fou=1.

2. Para cada i <n, f; es una funciéon de base, o f; se obtiene de sucesiones anteriores,
mediante aplicacién finita del esquema de composicién y/o del esquema de defincién
por recurrencia primitiva.

2.3. Construcciéon de funciones recursivas primitivas

En esta seccién presentaremos una serie de funciones recursivas primitivas que ilustran
el proceso de construccién de la teoria y que constituyen, por asi, decirlo, las herramientas
bésicas de la teoria.

1. Las siguientes funciones son FPR

a) id(x) =z, ya que, id(z) = 1} ().
b) ck(z) =k, ya que, cg(z) = s(s(s(... (z(z))))).

k veces

c) f(x) =242, yaque, f(x)=s(s(z)).

2. La adicién, add(z,y) =z +y

Si deseamos adicionarle al nimero x el nimero y, podemos pensarlo como
(..(((z4+0)+1D)+1)+---+1),
lo que nos sugiere una construccién por recursividad. Asi:

add(z,0) = =z,
add(z,y + 1) = add(add(z,y),1).

Para llevarla al esquema de definicién por recurrencia primitiva, lo expresamos por:
add(z,0) = I}(a),
add(z,y + 1) = s (13(w, y, add(z,))) ,

la funcién add, asi definida, es FPR, puesto que queda definida por el esquema de
definicién por recurrencia primitiva aplicado sobre funciones primitivas recursivas.
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3. Multiplicacién y potenciacion

Si observamos los primeros y segundos miembros de las ecuaciones dadas a continua-
cion, podremos constatar que las funciones son FPR, ya que estan construidas por
recurrencia primitiva sobre funciones primitivas recursivas.

a) mult(z,y) =z-y

mult(z,0) = z(0),
mult(z,y + 1) = h(z, y, mult(z,y)),
donde, h(x,y,z) = add (I3(z,y,2), (2, y, 2)). Luego mult(z,y) = = - y es una
FPR.
b) pow(z,y) = a¥

pow(z,0) = z¥ = s(z(z)),

donde, h(z,y,z) = mult (13(z,y,2),3(x,y,2)). Luego pow(z,y) = 2 es una
FPR.

Observacién 2.6. De acuerdo con esta definicién 0° = 1.
4. Funcién factorial, f(z) = !

7(0) = 0 = 1 = 5(0),

flz+1)=(x+1)!
=zl(z+1)
=mult(z + 1, f(z))
= mult(s(z), f(z)).

Entonces, f(z) = 2! es FPR. Hemos obviado expresar a f(x + 1) mediante una funcién
de tres variables, en aras de la simplificacién.

5. Funcién permutacién de variables

Sea f(x1,22,...,Tn) =g (mg(l), TGe)s - - ,mG(n)), entonces, si la funcion g es recursiva
primitiva, la funciéon f también lo es.

Sea f(x1,xo,...,x,) = (Ig(l), G2y I’é(n)>. Si por ejemplo,

1 2 3 4
G_<3124>’

entonces f (1,29, x3,24) = g(x3, 21, T2, 24).
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6. Funcion predecesor

La funcién predecesor, denotada por pred, asocia con cada niimero natural su prede-
cesor, salvo con cero al que le asocia cero. Definimos la funcién pred, por recurrencia
primitiva, como sigue:

pred(0) = 0,
pred(z + 1) = I?(z, pred(z)).
7. Funciones diferencia truncada y diferencia absoluta
a) La funcién diferencia truncada
. r—y, siz=>y;
0, six <y.

Podemos expresar esta funcion mediante el esquema de definicién por recurrencia
primitiva sobre FPR, asi

“(z,0) = id(x),
~(@,y+1) = pred (I}(z,5,~(x,1)))
Por ejemplo calculemos, —(4,2) = 2.
“(4,2) = ~(4,1+1)
= pred (I3(4,1,(4,1)))
— pred(=(4, 1))
= pred (pred <I§(4, 0, ~(4, 0))))
= pred(pred(=(4,0)))
= pred(pred(4))
= pred(3)
= 2.

b) La funcioén diferencia absoluta

Ty, siz>y;
[z —yl=14 .
y-—x, siy>x.

Observemos que |z — y|, es FPR ya que |z — y| = add(=(z,y), —(y, x)).
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8. La funcion cero test Sg y su complementaria, la funcién cero test inversa sg

La funcion cero test esta definida por:

sg(x) 1, siz=0;
sg(z) =
& 0, siz#0.

La funcioén Sg es recursiva primitiva ya que
sg(0) =s(0),
__ . 2 __
sglx+1)=z <I1(x, sg(x))) :
Ast, 5g(0) = 1, 5g(1) = z(0) = 0, 5g(2) = z(1) = 0.
La funcidén cero test inversa sg estd definida por:
(2) 1, siz#0;
sg(x) =
€ 0, sixz=0.
La funcién sg es FPR, porque:

sg(z) = 1-5g(x)
= c1(x) ~sg(z)

9. La funcién paridad

La funcién paridad esté definida por

1, sixes par;
par(z) = o
0, six esimpar.

La funcién par(x) es FPR porque:
par(0) =1 = ¢y (x),
par(z + 1) = 5g (B3 (z, par(x))) .

2.4. Predicados primitivos recursivos

Definicién 2.7 (Predicado primitivo recursivo). Un predicado P(¥) se dice primitivo
recursivo (PPR), si y sélo si la funcién caracteristica de P(Z) es primitiva recursiva. La
funcién Cp, designard la funcién caracteristica de P(¥), donde,

0, siP(%);

Cr(@) = {1 si ~P(Z).
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Ejemplo 2.8. Los siguientes son ejemplos de predicados primitivos recursivos.

1. El predicado P(x,y): = =y, es PPR.

0, siz=uy;

CP(w,y)zsg(w—y!)Z{l Sty

2. El predicado: ser menor que; < (z,y) o x < y, es PPR.

. 0, siz<uy;
Cc(z,y) =5g(y —z) = ,
1, siz>y.

Teorema 2.9. Si P(Z) y Q(Z) son predicados primitivos recursivos, entonces los predicados:
-P(Z), P(Z)V Q(¥) y P¥) N Q(Z), son predicados primitivos recursivos.

Demostracion.
Cpvq =Cp-Cq,
Cprg = (Cp + Cg) ~CpCy,
C_\p =1 ;Cp. Il

Definicién 2.10 (Cuantificadores acotados). Si P(Z,y) es un predicado de la teorfa de

nimeros, podemos definir nuevos predicados mediante cuantificaciéon acotada. Para todo
entero n tenemos:
Vy<n(P(Z,y)) E P(Z,0) A P(#1) A+ A P(%,n)

Ly <n= P@E,y));

_ def
Fy<n(P(Z,y)) =

P(Z,0)VvV P(Z,1)V---V P(Z,n)
L 3y(y <n A P(Ey)).
Teorema 2.11. Si P(Z,y) es un predicado primitivo recursivo y definimos

(P(Z,9))

R(7) = Jy<n(P(7,y)),
:Vygn(P(f,y)),

T
S(%)
entonces R(Z) y S(Z) son predicados primitivos recursivos.

Demostracion.

1. Cp(Z,y) es FPR.
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2. Sea Cr(7) = [y Cp(T,9).
3. Sea Os(7) = sg (0o Cp(i, ).
4. Las funciones Cr(Z) y Cg(Z) son FPR. O
Teorema 2.12. Sea P(Z,y) un PPR y sea f(Z) una FPR. Si definimos
S(%) = Vy<p@ (P(Z,y)),
entonces R(Z) y S(Z) son predicados primitivos recursivos.

Demostracion.

1. Cp(%,y) es FPR.

2. Sea Cr(%) = [11%) Cp(Z,i).

3. Cr es FPR.

4. Sea Cs(7) = sg (L1 Cp(,1)).

5. Cg es FPR. ]

2.5. Funciones definidas mediante condiciones

Las funciones definidas por condiciones son bastante familiares en matematicas. Una
instancia posible es la siguiente: Sea P(x) el predicado x es par, entonces:

{2:6, si P(x);

90 =3 ~P(z).

Observemos que si expresamos a =P (z) como Pj(x), entonces, P(z) y Pi(x) definen
conjuntos que forman una particién de N. Ademads, estos dos predicados son PPR. De
alli que g esta definida mediante condiciones y funciones que son recursivas primitivas. El
siguiente teorema generaliza este procedimiento y nos garantiza que la funcién asi definida
es recursiva primitiva.

Teorema 2.13. Si ¢g1(Z), 92(%), .., gm(Z); son m funciones FPR, y Pi(Z), Py(Z), ...,
P, (Z); son m predicados PPR, tales que los predicados Pi, P, ..., Py, forman una particion
de N" entonces la siguiente funcion es recursiva primitiva:

Q1 (), si P(T);
T), siP(%);
= 2@ P

—

gm(Z), st Py (Z).
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Demostracion.

1. Sea Cp, la funcién caracteristica del predicado F;.

2. Cada ¥ satisface un y s6lo un predicado P, para 1 < k < m.

w

. Luego, f(Z) = gr(Z)58(Cp,(Z)) = gx(Z), para algin k tal que Py(Z).

4. Luego, para cualquier Z € N" se tiene que
Zgz 7)sg(Cp, ().

5. La afirmacién de que f es FPR esta sustentada en el teorema siguiente. O

FEl siguiente teorema nos proporciona herramientas para construir FPR mediante itera-
ciones acotadas.

Teorema 2.14. Si g(Z,y) es una FPR, entonces las siguientes funciones son FPR.
2. W&, y) = [1i= 9(&,19).
Demostracion.

1. Funcion f(Z,y)

a) f(7,0) = g(Z,0).

b) f(#n+1) =1 9(,0) = g(Fn + 1) + g 9(Z, 1),
¢) f(&n+1) =add(g(Zn+1), f(Fn)).

d) f es FPR.

2. Funcién h(Z,y)
Ejercicio 2.11. O

2.6. Funciones recursivas

Definicién 2.15 (Funcién regular). La funcién ¢g(Z,y) es una funcién regular si g verifica
la condicién: VZ Jy(g(Z,y) = 0).

Ejemplo 2.16. Sea P(y) el predicado: y es un nimero primo. Sea f(z,y) la siguiente
funcién:

0, siy>azyP(y);

1, siy<zo-P(y).

f(x,y) :{

Verifiquemos que f(z,y) es regular.
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1. Vz(x e N= Jy(y e NAy > x)).
2. Dado un zg € N, existen infinitos nimeros primos y, tales que y > xg.
3. Luego, VaIy(f(z,y) = 0).
Ejemplo 2.17. La funcién f(z,y) = x —y es regular, ya que:
1. Ve(x e N= Jy(y e NAy > x)).
2. Dado un zg € N, existen infinitos yg, tales que xg —yp.
3. Luego, Vx3y(f(z,y) = 0).

Definicién 2.18 (Operador de minimalizacién p). Si f(Z,y) es una funcién, entonces
definimos el operador p (no restringido) por: ¢(Z) = py(f(Z,y) = 0), que leemos: g asocia
a @, el menor y tal que f(Z,y) = 0.

Si la funcién f(Z,y) es una funcién regular, entonces la funcién g(Z) es una funcién
total, pero si f(&#,y) no es una funcién regular, entonces el operador de minimalizacién
ty(f(Z,y) = 0) no esta definido para toda Z, y por lo tanto, g(Z) es una funcién parcial.

Ejemplo 2.19.
1. La funcién f(x,y,2) = (x—2) + (y ~ 2) es regular para la variable z (ejercicio 2.13).

2. Podemos construir una funcién g(z,y) por minimalizacién como sigue: g(z,y) =
p=(f(2,y,2) = 0).

3. Obsérvese que g(z,y) = max(z,y).

Ejemplo 2.20. Dada la funcién regular f(z,y) = x =y, podemos definir, por minimalizacién
(operador p), la funcién g(z) = p.(f(z,2) = 0).

Para construir la clase de las funciones recursivas totales (llamadas funciones recursivas),
introduciremos un tercer esquema de contruccién de funciones (mediante el operador p, o
sea, mediante la operacién de minimalizacién).

Definicién 2.21 (Funciones recursivas). La clase de las funciones recursivas es la menor
clase de funciones que contiene a las funciones de base y que es estable bajo las operaciones:

R1. Composicion.
R2. Recurrencia primitiva.

R3. El operador p (es decir bajo la operacién de minimalizacién), esto es,

f(Z) = py(g(Z,y) = 0), si g es regular.
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Observemos que para obtener la clase de funciones recursivas hemos anadido a la
definicién de las FPR el esquema de minimalizacion.
En otras palabras, una funcién f(Z) es recursiva si y sélo si:

1. Es una funcién de base, o

2. Puede producirse a partir de la clase de funciones de base mediante un niimero finito
de aplicaciones de los esquemas de composicién y/o de recurrencia primitiva y/o de
minimalizacion.

Para logra mayor claridad indicaremos el esquema de minimalizacién, sobre todo si
tenemos en cuenta el dicho esquema u operacién es quien introduce un corte de distincién
entre las FPR y aquellas funciones que son recursivas pero que no son primitivas recursivas.

Esquema de minimalizacién: sea f(&,y) una funcién recursiva y regular. Entonces la
funcidn,

9(%) = py(f(Z,y) = 0),
es una funcién recursiva.
Ejemplo 2.22. La funcién max(x,y) es recursiva.
1. f(z,y,2) = (r —2) + (y —2) es una funcién recursiva.

2. f(z,y, 2) es una funcién recursiva (cuando z = max(z,y), f(z,y,2) = 0).

3. hz,y) = p=(f(x,y,2) = 0).
4. Pero, h(z,y) = max(z,y). Luego, max(x,y) es recursiva.

Observemos que al minimalizar una funcién, eventualmente se puede obtener una FPR.
Asi, méx(z,y) = (r ~y) + v, la cual es una FPR.

De acuedo con la distincién que introduce el operador p, sabemos que existen funciones
recursivas que no son funciones primitivas recursivas. Presentamos sin demostracién un
ejemplo de una de tales funciones.

Ejemplo 2.23. La funcién de Ackermann, denotada por ack(z,y), es una funcién recursiva
que no es una funcién primitiva recursiva. La funcién esta definida por:

ack(0,y) =y + 1,
ack(z +1,0) = ack(z, 1),
ack(z + 1,y + 1) = ack(x, ack(z + 1,y)).

Como ejemplo calculemos ack(2,3) en el apéndice A.

Aunque no es dificil implementar la funcién de Ackermann, debido a su rapido creci-
miento, es imposible calcularla para valores relativamente pequenos de = y de y. Asi por
ejemplo, ack(4,2) es un ntimero con 19,728 digitos. Por otra parte, parece ser que el niimero
de llamadas a la funcién de Ackermann para calcular un valor inicial, crece mas rapido que
la misma funcién, tal como lo ilustra la tabla 2.1.
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ack(xz,y) Valor Numero de llamadas
ack(3,0) 5 15
ack(3,1) 13 106
ack(3,2) 29 541
ack(3,3) 61 2,432
ack(3,4) 125 10,307
ack(3,5) 253 42,438
ack(3,6) 509 172,233
ack(3,7) 1,021 693,964
ack(3,8) 2,045 2,785,999

Tabla 2.1: Ntimero de llamadas a la funcién de Ackermann.

2.7. Funciones recursivas parciales

En el contexto de las funciones recursivas es necesario también que hagamos la distincién
entre funcién total (definicién 1.4) y funcién parcial (definiciéon 1.5). De hecho, ya hemos
trabajado con las funciones parciales en el contexto de las maquinas de Turing, donde
permitimos que las reglas de construccién de la maquina nos condujeran a un computar que
nunca termina, o en otros términos, la funcién asociada con la maquina queda indefinida para
algunas entradas, esto es, no originando asi ningun valor de salida o imagen de la funcién.
El interés de nuestra anterior distincién reside en el hecho de que podemos transladarla al
contexto de las funciones recursivas.

Consideremos el caso de una funcién recursiva h(z,y) que sea una funcién total, pero
que no sea necesariamente una funcién regular. Si aplicamos el operador de minimalizacion
a la funcién h, entonces, para ciertos valores de x, la funcién generada por minimalizacién
no estara definida, y por ende la funcién h sera una funcién parcial. Es decir, la funcién
f(z) = py(h(z,y) = 0) no estard definida para toda x € N. La funcién f(z) la podemos
expresar como sigue:

£ py(h(z,y) =0), siun tal y existe;
€Tr) =
indefinida, si no existe tal y.

Ejemplo 2.24.
1. f(z,y) = (x +y) =17, es una funcién recursiva total y no regular.
2. g(x) = py(f(x,y) = 0), es una funcién recursiva parcial.

3. Observamos que para z > 18, tendriamos g(z) indefinida. Por ejemplo, para x = 18,
9(18) = indefinida, ya que, (18 +0) =17 # 0, (18 + 1) =17 # 0, etc.
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Entonces diremos que al aplicar el operador de minimalizacién a una funciéon recursiva
total, obtendremos, en general, una funcién recursiva parcial.

Definicién 2.25 (Funciones recursivas parciales). La clase de las funciones recursivas
parciales es la menor clase de funciones que contiene a las funciones de base y que es
estable bajo las operaciones composicién, recurrencia primitiva y el operador p (es decir
bajo la operacién de minimalizacién f(Z) = uy(g(Z,y) = 0), si tal y existe, de lo contrario,
indefinida).

Cerremos la presente seccion estableciendo la siguiente cadena de inclusiones propias
entre las diversas clases de funciones que hemos estudiado. Denotemos por F la clase de
funciones numérico-teéricas, por Fy la clase de funciones recursivas parciales, por F; la clase
de funciones recursivas y por Fo la clase de funciones primitivas recursivas. Entonces se
puede establer la cadena F D Fg D F; D Fs. La relaciones de inclusién en general se deducen
del hecho mismo de las definiciones de cada clase. Ahora:

1. Fo C Fy1, puesto que existen funciones recursivas que no son primitivas recursivas.
Es decir, existen funciones computables que no son primitivas recursivas. Para ello,
basta probar que si fo, f1,. .., ft,... €s una enumeraciéon de Fo, entonces la funcién
g(n) = fn(n) no esté en la clase Fq, luego no es FPR.

2. F1 C Fy, es decir, toda funcién recursiva es recursiva parcial, pero existen funciones
recursivas parciales que non recursivas totales. En general, existen funciones recursivas
parciales, estrictamente parciales que no pueden llevarse a una funcién recursiva
total. Si se considera, por ejemplo, una enumeracién de todas las funciones recursivas
parciales de una variable: gg, g1, ..., entonces la funcién h(n) = g,(n) (para el caso
en que g, este definida, e indefinida cuando no lo esté) no puede ser llevada a una
funcién recursiva total.

3. Fg C F. Un argumento de cardinalidad lo prueba inmediatamente, ya que F:0 =Ny y
F> Ng.

2.8. Funciones definidas por minimalizacién acotada

Definicién 2.26 (Operador de minimalizacién acotada). Cuando acotamos el alcance
del operador de minimalizacién (u) obtenemos una nueva operacién que llamaremos mi-
nimalizacién acotada. Escribimos, para un entero n y una funcién ¢(Z,y) la expresién
ty<n(9(Z,y) = 0), para sefialar o simbolizar al menor y tal que sea menor o igual que n, y
tal que g(%,y) = 0.

Sin que ¢(Z,y) sea necesariamente una funcién regular, podemos siempre definir el
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operador de minimalizacién acotada, asi:

al menor y < n, tal que g(Z,y) =0, si tal y existe,

h .f - f? = 0 =
(%) ,UySn(g( Y) ) {07 si no existe tal y.

Si la funcién g es recursiva, entonces para un n especificado se calcula:

1. 9(%,0), g(#,1), ..., g(&,n).
2. Si para algiun k < n, g(Z, k) = 0, entonces, puy<n(9(Z,y) = 0) = k, donde k fue el
primer namero tal que g(%, k) = 0.

—

3. Si no existe ningin cero en la sucesion ¢(&#,0), g(#,1), ..., g(Z,n), entonces,
ty<n(9(Z,y) = 0) =0.

Teorema 2.27. Si g(Z,y) es una FPR, entonces la funcion f(&) definida por:
f(&) = py<m(9(Z,y) = 0), es una FPR.

Demostracion.

1. Para demostrar este resultado introducimos la funcién h(Z, m) definida por el siguiente
esquema de recursion:

h(Z,0) = 0;
h(Z,m), sih(Z,m)#O0;
h(@Zm+1)=<{m+1; sih(@m)=0yg(@m+1)=0;
0, sih(Z,m) =0y g(Z,m+1)#0

2. Si utilizamos la funcién de identidad id(x) = I}(z), es posible demostrar que la funcién
h(Z,m) es FPR.

3. Se puede verificar que

por lo tanto, f(Z) es FPR. O

Teorema 2.28. Si g(Z,y) y h(Z¥) son FPR, entonces la funcion f(Z) definida por:
(&) = py<n@z(9(%,y) = 0), es una FPR.

Demostracion.
1. Se prueba que j(Z,n) = py<n(g(Z,y) = 0) es FPR.

2. Hacemos f(Z) = j(&,n). O



72 Recursividad

Ejemplo 2.29. La funcién p(n) = (n + 1)-énesimo primo es FPR.
1. Definimos la funcién p(n) como sigue:

p(0) =2,
p(n+1) = py<pmpm)ly > pn) y p1(y)]-

2. Donde h(z, k) = (x + 1)**! es FPR.
3. Donde p;(y) es el predicado: “y es un nimero primo”.

4. La funcion

0, siy>p(x)ypi(y);
floy) = {0 S = PO Y RE)
1, sino es el caso,

es FPR.

5. Luego, p(n + 1) = Mygh(n,p(n))(f(na y) = 0) es FPR.

2.9. Conjuntos recursivos

La nocién de recursividad puede aplicarse igualmente a los conjuntos y, especificamente
a conjuntos numéricos. La importancia de la nocién de conjunto recursivo esta vinculada a

los problemas de decidibilidad. Presentaremos tal nocién en el contexto de subconjuntos
de N".

Definicién 2.30 (Conjunto (primitivo) recursivo). Dado A C N", diremos que el conjunto A
es (primitivo) recursivo, si y sélo si, existe una funcién (primitiva) recursiva f tal que:

0, si(z1,x2,...,2,) € A;
f(:cl,@,...,xn)_{ (1,33, )

1, s (x1,22,...,2p) & A.

Esto es, la funcién caractecteristica de la relacion: “€ A”, es una funcién (primitiva) recursiva.
Notemos que la funcién f decide la pertenencia o no de una cierta n-tupla al conjunto A.
En este sentido, la funcién f es la funcién caracteristica del conjunto A. Por ello decimos
con frecuencia que f es la funcién decisiéon para el conjunto A.

Ejemplo 2.31. El conjunto N" es recursivo. La funcién f(Z) = 0 es recursiva.

Ejemplo 2.32. Todo conjunto finito A es recursivo (primitivo recursivo). Si A = {a1,...,an},
entonces la funcién caracteristica de A es FPR. Asi,

n

Ca(z) =[] sg(lz — ai).

i=1
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Ejemplo 2.33. El conjunto de los niimeros impares es recursivo. Para comprobarlo se
demuestra que la funcién:

0, six es impar;
flz) = { .
1, sixes par;

es recursiva. Asf: f(0) =1y f(z+ 1) =358 (I3(x, f(2))).

Ejemplo 2.34. El conjunto de los ntimeros primos es recursivo. Esto es, si designamos
con A el conjunto de los niimeros primos, entonces la funcién

0, sin es primo,
f(n) = :
1, sin es compuesto;

es recursiva, lo cual es verdadero ya que f(n) = |d(n) —s(s(z(n)))|; donde d(n) es el nimero
de divisores de n, luego f es FPR.

Deciamos que f es una funcién de decision. Efectivamente, la nocién de conjunto
recursivo es una formulacién de la nocién intuitiva de conjunto decidible. Intuitivamente
hablando, decimos que un conjunto A es decidible, si y sélo si, existe un algoritmo o
procedimiento o que nos permita decidir acerca de si un determinado elemento x, del
universo de referencia de A, pertenece o no al conjunto A.

Ejemplo 2.35. Para el conjunto de los nimeros naturales, si A es el conjunto de los
nimeros pares; jes n un elemento de A?

Efectivamente, sabemos que existe un algoritmo que proporciona una respuesta. Asi,
dado cualquier n € N

1. Divida n por 2.

2. Hallar el residuo r.

3. Sir =0, entonces n € A. Si r # 0, entonces n ¢ A.
Entonces, el conjunto A = {x | x es par } es recursivo.

Ejemplo 2.36. El conjunto P de los nimeros primos es decidible. Es decir, dado un n € N,
existe un algoritmo a que proporciona una respuesta a la pregunta jes n un nimero primo?

Ciertamente, sabemos que la aritmética elemental contiene procedimientos o algorit-
mos que nos permiten decidir si un nimero natural dado es primo o compuesto (mirar
ejercicio 2.36). Por ejemplo:

1. Hallar todos los n; € N tales que n; < n y n; # 1.

2. Dividir a n por cada n; y escribir el residuo respectivo ;.
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3. Si todos los r; # 0, entonces n € P, de lo contrario, n ¢ P.

Por supuesto que existen algoritmos en la aritmética mucho mas eficientes que el anterior.
El conjunto P de los niimeros primos es recursivo como lo probamos en el ejemplo 2.34.

Ejemplo 2.37. El conjunto de las férmulas de la logica de enunciados es un conjunto
decidible. Efectivamente, existe un algoritmo que nos permite decidir si una palabra o € L(X)
es 0 no es una férmula (ejercicio 2.18).

Como puede observarse, la nocién de conjunto recursivo se instituye como una tentativa
de formalizacién de la nocién intuitiva de conjunto decidible. Esto es, la definicién de
conjunto recursivo corresponde con la nocién intuitiva de conjunto decidible.

2.10. Conjuntos recursivamente enumerables

Intuitivamente pensamos un conjunto enumerable como aquel conjunto cuyos elementos
pueden ser escritos o listados como una sucesién infinita (con eventuales repeticiones). Tal
nocién la podemos formalizar valiéndonos de la nocién de aplicacién o funcién sobreyectiva.

Definicién 2.38 (Conjunto enumerable). Decimos que un conjunto A es enumerable, si y
sblo si, A es vacio o existe una aplicacién sobreyectiva de N en el conjunto A. Esto es,

A es enumerable % (A=0)vEH)(f:N— A).

Si A es enumerable, decimos que la funciéon f es una enumeracién de A, es decir, f
escribe los elementos de A como la sucesion: f(0), f(1),..., f(n),....

Ejemplo 2.39. N es enumerable. La enumeracién es: id(z) = z.

Ejemplo 2.40. El conjunto de los niimeros pares es enumerable. La enumeracién es la
funcién sobreyectiva f(n) = 2n.

Ejemplo 2.41. Todo conjunto finito es enumerable. Sea A = {a1,az,...,a,} vy, sea
f:N+—— A, tal que:

flz) =

az, siz <n;
Ap, SiT >n.

La funcién f es una funcién sobreyectiva de N en A. Luego A es un conjunto enumerable.

Una pregunta de bastante importancia, la cual nos ocupara en el resto de esta seccién,
es la siguiente jes posible hallar para toda enumeraciéon f de un conjunto A un algoritmo o
procedimiento efectivo que nos permita computar f(n), para todo n € N?
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Definicién 2.42 (Conjunto recursivamente enumerable). Sea el conjunto A un subconjunto
de N. Decimos que A es un conjunto recursivamente enumerable (r.e.) si A es el rango de
una funcién recursiva, o si A es vacio.

La anterior definicién implica que si A # () es recursivamente enumerable, entonces
existe una enumeracién recursiva de A, es decir, existe una funcién recursiva tal que:
f@0), f(1),..., f(n),... es una lista exhaustiva de los elementos de A (con eventuales
repeticiones). Esto es, f(N) = A. Expresado de otra manera:

Aesre & (A=0)Vv ((Hf)(f N+ A)A fes recursiva).

Por ello decimos también que la funcién f genera el conjunto A.

Ejemplo 2.43. Todo conjunto finito es r.e. Si A = {ay,aq,...,a,}, entonces, sea la funcién
f:N+—— A, tal que:

fz) =

az, six <n;
Ap, SiT >n.
La funcién f es una funcién sobreyectiva y recursiva de N en A (ejercicio 2.21).

Unas preguntas que podemos formularnos en este contexto son las siguientes: ;son las
nociones de conjunto recursivo y conjunto recursivamente enumerable diferentes?; ;existe
algin conjunto que sea recursivamente enumerable y no sea recursivo, o viceversa?

Teorema 2.44. Todo conjunto recursivo (subconjunto de N) es recursivamente enumerable.
Demostracion.
1. Supongamos que A # () es un conjunto recursivo (si A =), A es r.e. por definicién).

2. Existe una funcién recursiva f tal que:

0, sixz € A;
f(w)—{ .
1, siz¢ A

3. Sean g : N — Ay xg € A (fijo) tales que:

r, six€A;
g9(x) = .
xo, sixz ¢ A.

4. Los predicados x € Ay x ¢ A, son recursivos (puesto que f es una funcién recursiva).

5. Luego, la funcién g es recursiva (puesto que estd definida mediante condiciones
recursivas). O
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El reciproco del teorema anterior no es valido, es decir, existen conjuntos r.e. que no
son recursivos. Pero si adicionamos una condicién al complemento del conjunto r.e., éste si

es recursivo.

Teorema 2.45. Un conjunto A es recursivo, si y sélo si el conjunto A y su complemento
son recursivamente enumerables.

Demostracion. (primera parte)

1.
2.

D.
6.

Supongamos que A es recursivo.

Luego, A es r.e. por el teorema 2.44.

. Denotemos por A¢ el complemento de A.

. f(x) =1-Ca(z) es recursiva.

A€ es recursivo.

Luego, A€ es r.e. por el teorema 2.44. O

Demostracion. (segunda parte)

1.

2.

®© N

10.

Supongamos que A y A€ son r.e.

Existen enumeraciones recursivas de A y A°.

. Sean éstas respectivamente f: N—— Ay g: N+— A°.

. Sea h: N — A tal que:

f <[ﬂ) , sixes par;
g ([;]) , sixesimpar.

La funcién h escribe la sucesion f(0), g(0), f(1),g9(1),....

h(z) =

La funcién h es recursiva.

Definamos la funcién k(y, z) = |h(y) — 2|, la cual es regular para la variable z.
La funcién m(y) = p.(k(y, z) = 0) es recursiva.

La funcién p, caracteristica de los nimeros pares es recursiva.

Definamos la funciéon Cj4, caracteristica del conjunto A, como la funcién Cy(x) =
p(m(z)).
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11. C4 es una funcién recursiva.
12. Luego, el conjunto A es recursivo. O

Es conocido que la nocién de conjunto recursivamente enumerable es una formalizacién de
la nocién intuitiva de conjunto efectivamente enumerable. Intuitivamente hablando, decimos
que un conjunto A es efectivamente enumerable, si y sélo si, existe un enumeraciéon f
calculable de A. Los valores f(0), f(1),... son determinados mediante un algoritmo o
procedimiento efectivo. En otras palabras se trata de considerar la nocién intuitiva de
funcién calculable mediante un algoritmo. Como se afirma con frecuencia, el si una cierta
descripciéon matematica particular de la nocién de algoritmo corresponde exactamente a la
idea intuitiva, no es algo que se pueda demostrar. No obstante, hay buenos argumentos para
suponer que las descripciones matematicas que se han hecho del concepto de algoritmo,
son lo bastante generales como para incluir todos los algoritmos intuitivos. Dos ejemplos
de ello nos lo proporcionan la clase de las funciones recursivas y la clase de las funciones
Turing-computables. Por otro lado, es bastante razonable afirmar que una funcién parcial
es calculable mediante un algoritmo, si existe uno que determine explicitamente el valor de
la funcién cuando ésta esta definida.

Una funcién f(z1,x9,...,x,) es efectivamente calculable si existe un procedimiento
mecénico o algoritmo que permita determinar el valor f(aj,as,...,a,) para cualquier
n-tupla de elementos de N.

Ejemplo 2.46. El conjunto de los nimeros enteros es efectivamente enumerable, puesto
que existe una enumeracion efectiva de Z, g : N — Z dada por g(n) = (—1)"([%£]). Esta
férmula es un algoritmo de enumeracion de Z.

Lema 2.47. Todo entero positivo n > 1 puede ser factorizado de forma idnica como
n = P" x Py? x .-« x P donde P, < P, < ... < Py, son los m primeros primos y
nm # 0. Esta forma de expresar el numero n se llama la forma normal de Cantor.

Demostracion. Ejercicio 2.22. O

Teorema 2.48. El conjunto NI de las sucesiones finitas de nimeros naturales es un
conjunto efectivamente enumerable.

Demostracion. Para probar el teorema, definamos la funcién f mediante el siguiente algo-
ritmo.

1. Sea n € N un elemento cualquiera.
2. Expresar m como n + 2.

3. Expresar m en la forma normal de Cantor (lema 2.47), es decir, m = P;*"' x Py? X
.o x POk
k
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4. Escribir la sucesion: < aq,a9,...,ap — 1 >.

5. Sea f(n) =< a1,ag,...,a — 1 >.

6. Para probar que f es una enumeracién efectiva exhaustiva, es decir, sobreyectiva,
invierta el proceso de escribir la sucesion < ajas...ar — 1 >. Asi, dado a1, as, ..., as,
n=P" xP§?x...x Pitl_2 O

2.11. Computabilidad y recursividad

Esta seccién establece la coexistencia entre el conjunto de las de funciones Turing-
computables y el de las funciones recursivas. La coexistencia es presentada por dos teoremas;
el primero de ellos indica que las funciones recursivas son funciones Turing-computables; el
segundo indica que las funciones Turing-computables son funciones recursivas.

Inicialmente presentaremos seis lemas que seran utilizados en la demostraciéon de que
una funcién recursiva es una funciéon Turing-computable.

Lema 2.49. La funcién cero, z(z) = 0, es una funcion Turing-computable.
Demostracion.

1. Sea MT la maquina de Turing presentada en el ejemplo 1.19 que esta definida por:
it ¢ | O R @
i3 ¢ O 0O R stop

2. Sea « la descripcién instantanea inicial definida por a; = q17. Entonces la compu-
tacion de la maquina MT estd dada por (en donde |" representa n palitos):

o=@ =qf

— Dqux
— O0gy |51

—00...0q]
~ 00...00¢.

3. Por lo tanto, la funcién f,S,Il-?- () asociada con la méquina de Turing MT esté definida
por:

f,E,ll%(:c) =< Resyt(a1) >
=< 00...00¢ >
=0
= z(x). O
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Lema 2.50. La funcién sucesor, s(x) = x + 1, es una funcion Turing-computable.
Demostracion.

1. Sea MT la méaquina de Turing, presentada en el ejemplo 1.20, que esta definida por:
ilt q1 OOdN q1.

2. Sea g la descripcién instantdnea inicial definida por aq = qlﬁ. Entonces la compu-
tacion de la maquina MT estd dada por (en donde | representa n palitos):

o =q@ =q

N Q1‘x+1-

3. Por lo tanto, la funcién f,s,ll-?- () asociada con la méquina de Turing MT esté definida

por:
1
|E/|-?-(5L‘) =< ResMT(al) >
=< q1|z+1 >
=x+1
= s(x). O
Lema 2.51. Las funciones k-ésima proyeccion, 1} (x1,22,...,2,) = x, son funciones

Turing-computables.

Demostracion. Vamos a construir una maquina de Turing genérica para una funcién

e (1, @, ..., Tpn) = T

1. Sea MT una méaquina de Turing definida por:
q1|0N@2n+41; estas instrucciones borran el argumento x;
qU0ORge
Gon1UORg

q2|0N ga,12; estas instrucciones borran el argumento xo
U0 Rgs
Qon+2U0Rg

qk_1|DNq2n+(k_1); estas instrucciones borran el argumento xp_1
qe—1UURgy

Q2n+(k—1)HHRGK—1
qk|ON gy, esta instruccién elimina un palito del argumento xy,
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qr0Rq4 1, esta instruccién envia a borrar los argumetos
Qk+1/0ON o4 (k41); estas instrucciones borran el argumento 41

Qk+1U0RG 42
Q2n+(k+1)DDRQk+1

Gn|ON @2p4n; estas instrucciones borran el argumento x,,

grU0Rstop
Q2n+nDDan

2. De la construccion anterior se concluye que la funcion f,fﬂn-l)-(xl, x2,...,Ty) asociada
con la maquina de Turing MT es igual a I} (21, z2, ..., 2,) = x4. O

Lema 2.52. El esquema de composicion o sustitucion preserva la propiedad de Turing-com-
putabilidad. Fs decir, si g : N — N y cada h; : N* = N son funciones Turing-computables
(totales, parciales), entonces

f(xlu Zo,... 7xn) = g(h1(x1, L2, 7wn)7 ceey hm(xla L2y .- 7wn))7
es una funcion Turing-computable (total, parcial).

Demostracion. La idea es construir una maquina MT; que envie a computar cada una de
las funciones h;(x1,x2,...,2y),1 < i < my con los valores obtenidos, envie a computar la
funcion g(hy(x1, 22, ..., Tn)y- - hp(x1, T2, ..., 20)).

1. Supongamos que la maquina MT, computa la funcién g : N — N y que las maquinas
MTj,, computan la funciones h; : N* — N.

2. Inicialmente la maquina MT/ ejecuta la maquina MTy, con la descripcion inicial

_ .
a1 =(q1T1,...,Tn;

y obtenemos a la salida hq (1, z2,. .., xnj
3. Después la maquina MT ejecuta la maquina MTy, con la descripcion inicial
al = Qlew . -;xn;

y adicionando algunas instrucciones, obtenemos la salida

hl(l'l, Ly e v ,{L‘nthQ(IL‘l, T, ... ,l’nj.
4. La maquina MT continua con la ejecuciéon de las maquinas MTy,,...,MTy,, con la
descripcién inicial
.
a1 =q1T1, - -+, Tn;

y con la adicién de las instrucciones necesarias, obtenemos finalmente la salida

hi(z1, 22, . .., xnﬁﬂhg(xl, T, ... ,wnﬁD Ol (21, 29, - - ,mnj.
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5. Entonces la maquina MT ejecuta la maquina MT, con la descripcién inicial

a1 = qrhi(xy, xa, . .. ,:cngﬂhl(xl,:z:g7 .. ,aanD Ol (21, 22, - - ,xnj;
y obtenemos a la salida el valor de la funcién f(x1,xza,..., ). O

Lema 2.53. El esquema de recurrencia primitiva preserva la propiedad de Turing-computa-
bilidad. Es decir, si g:N" — N y h: N**2 = N son funciones Turing-computables (totales,
parciales), entonces

f(x17$27- . .,$n70) - g(x17x27"‘7xn)7
flz1, 29, .. xn, k+ 1) = h(z1,22, ..., 20, k, f(x1,22,..., 20, k)),

es una funcion Turing-computable (total, parcial).
Demostracién. La idea es construir una maquina MT; que compute el valor de
f(z1,29,...,2,,0)
a partir de g(x1,x9,...,x,), y que compute cada uno de los valores
flz1, 29, .. xn, 1), .., f(z1, 20, ...y Zn, K+ 1)

a partir de los valores de

h(z1, 22, ..., 20, 0, f(z1, 22, ..y Xy )y ooy BT, 22y o oy, Ky f(T1, 22,0 Ty K))
respectivamente. Es decir, inicialmente se computa el valor de f(zy,za,...,x,,0), después
el valor de f(x1,x2,...,2p,1) y asi sucesivamente hasta computar el valor de

flx1, e, ..., xn, k+1).

1. Supongamos que la maquina MT, computa la funcién g(z1,z2,...,z,) y la maquina
MT}, computa la funciéon h(zy,za, ..., x,, k, 2).
2. Inicialmente la maquina MT ¢ calcula el valor de f(x1,z2,...,%y,0), es decir, ejecuta
la maquina MT, con la descripcién inicial
%
al = qix,. .., 2,000,
de donde obtenemos que f(x1,x2, ... ,xn,OS =g(x1,... ,mnj.
3. Con el valor de f(z1,22,...,2,,0) la mdaquina MT; calcula el valor de
f(x1, 2, ..., 2,,1), es decir, ejecuta la maquina MTj, con la descripcién inicial
%
o =qtry, Lz 00 Df(xl,mg,...,:nn,05

de donde obtenemos que:

f(z1,z2,. .., xn, 15 = h(x1,z2,...,2n,0, f(x1,22,...,Tn, 0)5
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4. La maquina MT continua con el proceso anterior hasta calcular el valor de
flzi, e, ... 2, k+1)

a partir de la maquina MTj, con la descripcién inicial dada por

—
a1 =(q171, - - .,l‘nl:,k?Df(I']_,ﬂfg,. . 'axnakj;

de donde finalmente obtenemos que:

flzi, e, ..., xn, k + 15 = h($1,3§‘2,...,:En,k‘,f(l‘l,[,ﬂg,...,ﬂﬁn,k)j. O

Lema 2.54. El esquema de minimalizacion preserva la propiedad de Turing-computabilidad.
Es decir, si g(Z,y) es una funcion Turing-computable (total y regular, total), entonces

f(&) = py(g(Z,y) = 0),
es una funcion Turing-computable (total, parcial).

Demostracion. La idea es construir una maquina MT; que compute incrementalmente el
valor de y hasta encontrar (si es el caso) que g(Z,y) = 0, entonces la maquina MT retorna
este valor de y.

1. Supongamos que la maquina MT, computa la funcién g(Z,y).

2. Inicialmente la maquina MT/ ejecuta la mdquina MT, con la descripcion inicial:

T
ozl:qlxl,...,:vnDO,

y obtenemos a la salida g(z1, ..., z,, Oi.

3. Después la maquina MT} ejecuta la maquina MT, con la descripcion inicial

7
Oélquxl,...,$n|:|1,

y obtenemos a la salida g(z1, ..., %, 1 )

4. La maquina MT continua ejecutando sucesivamente la maquina MT, hasta encontrar

la salida g(z1, ..., xn, yi = 0 y retorna el valor y. Si tal salida no existe, entonces la
maquina MT; no se detiene. ]

Ahora podemos presentar el primer teorema relacionado con la coexistencia entre el
conjunto de las funciones recursivas y el conjunto de las funciones Turing-computables.

Teorema 2.55. Las funciones recursivas (totales, parciales) son funciones Turing-compu-
tables (totales, parciales).
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Demostracion. La demostracién estd sustentada en los elementos involucrados en la defini-
cién de una funcién recursiva, es decir, las funciones de base y los esquemas de composicién,
recurrencia primitiva y minimalizacién.

Los lemas 2.49, 2.50 y 2.51 muestran que la funcién cero z(z) = 0, la funcién sucesor
s(z) = z + 1 y las funciones k-ésima proyeccién I} (z1,z2,...,2,) = ) son funciones
Turing-computables. Por otra parte, los lemas 2.52, 2.53 y 2.54 muestran que la propiedad
de Turing-computabilidad es preservada en la aplicaciéon de los esquemas de composicién,
recurrencia primitiva y minimalizacién. O

A continuacién presentamos el segundo teorema relacionado con la coexistencia entre el
conjunto de las funciones recursivas y el conjunto de las funciones Turing-computables.

Teorema 2.56. Las funciones Turing-computables (totales, parciales) son funciones recur-
stvas (totales, parciales).

Demostracion.

1. La demostracién se realizard para una funcién Turing-computable (total, parcial)
f(x1,x2). La restriccién a dos argumentos no es importante, dado que es posible hacer
las generalizaciones necesarias para funciones de n argumentos.

2. Inicialmente la cinta contiene la dupla (z;,z2) codificada tal como lo indica la
definicién 1.14, es decir,

(71, 75) = 10073
N—— ~——

x1+1 veces x2+1 veces

Al final la cinta contiene el valor de f(x1,x2) codificado por:

faned = |ll...|
——
f(z1,x2)+1 veces

En necesario observar que hemos mofidicado la forma de salida de la maquina. Es
decir, en lugar de que la méaquina al final contenga f(x1,x2) palitos sobre la cinta,
la maquina contendra f(x1,x2) + 1 palitos sobre la cinta. Esto debido al uso de la
funcién lo descrita en el numeral 7 de esta demostracion.

3. Los contenidos de la cinta y de la celda visitada en cualquier momento se representaran
en notacion binaria de la siguiente forma: Si se considera que [0 = 0, los contenidos
de las celdas a la izquierda de la celda visitada pueden ser pensados como un nimero
binario; éste serda denotado por inum. El contenido de la celda visitada y las celdas a
su derecha, pueden ser pensados como un niimero binario escrito inversamente; este
nimero serd denotado por dnum.
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4. Veamos qué sucede en los niimeros inum y dnum de acuerdo con los posibles movi-
mientos de la maquina (de nuevo se va a considerar [J = 0):

a) La maquina no se mueve:

1) La maquina cambia el simbolo 1 por 0:
El ntimero dnum se decrementa en uno y el nimero inum no cambia.

2) La méaquina cambia el simbolo 0 por 1:
El ntimero dnum se incrementa en uno y el niimero ¢num no cambia.

b) La maquina se mueve a la izquierda:

1) Siénum es impar: inum = %; dnum = 2dnum + 1.

2) Siinum es par: inum = 5™ dnum = 2dnum.

¢) La maquina se mueve a la derecha:

1) Si dnum es impar: inum = 2inum + 1; dnum = %

2) Si dnum es par: inum = 2inum; dnum = dn%.

5. Veamos los valores de inum y dnum al comienzo y al final de la computacién. Al
comienzo la maquina esté en el primer 1 correspondiente a 7 , luego
inum = 0,

dnum = (2721 = 1)271+2 4 (971 Hl =),

Al final la maquina esta en el primer | correspondiente a f(x1,x2 ;, luego

inum =0

dnum = 2f@Le2)+1 1

6. La funcién k(w1 x9) = (2721 =1)221+2 (221+1 - 1) es una funcién primitiva recursiva.
7. La funcién

0, si2¥<ux;

d 'r? — ) — )

(@) {1, si2¥ >

es primitiva recursiva.

La funcion

mayor y entre 0 y w inclusive, tal que f(Z,,y) = 0;

My (f(Zn,y)) = {

0, si tal y no existe;

es primitiva recursiva si la funciéon f(Z,,y) lo es.

Entonces la funcién lo(z) = Mz, (d(x,y)) es primitiva recursiva.



2.11 Computabilidad y recursividad 85

Como 10(2*°T! — 1) = 2, entonces cuando la maquina se detiene en el cémputo de
f(z1,22) tenemos que:

f(x1,22) = lo(dnum)
- |0(2f(r1,rz)+1 —1).

8. Codificamos la dindmica de la maquina mediante dos funciones a y ¢, de la siguiente
forma:

a) Cada estado g; es codificado por el ntimero i.

b) El simbolo O es codificado por el niimero 0 y el simbolo 1 por el nimero 1.

¢) Si la maquina de Turing ejecuta una instruccién de la forma ¢; 000N g, entonces
a(i,0) = 0y q(i,0) = k.

d) Sila méquina de Turing ejecuta una instruccién de la forma ¢;J1N¢q; entonces
a(i,0) =1y q(i,0) = k.

e) Sila méquina de Turing ejecuta una instruccién de la forma ¢;000Lgy entonces
a(i,0) = 2y q(i,0) = k.

f) Si la maquina de Turing ejecuta una instruccién de la forma ¢;[J0Rgy entonces
a(i,0) = 3y q(i,0) = k.

g) Si la maquina de Turing ejecuta una instruccién de la forma ¢; 10N gy entonces
a(i,1) =0y q(i,1) = k.

h) Sila maquina de Turing ejecuta una instruccién de la forma ¢;11Ngy entonces
ali1) =1y q(i,1) = k.

i) Sila maquina de Turing ejecuta una instruccién de la forma ¢;11Lg, entonces
a(i, 1) =2y q(i,1) = k.

j) Sila méquina de Turing ejecuta una instruccién de la forma ¢;11Rqy entonces
a(i,1) =3y q(i,1) = k.

k) En otro caso, a(i,z) = q(i,z) = 0.

De acuerdo con lo anterior, las funciones a(z,y) y ¢(z,y) son funciones primitivas
recursivas definidas por casos.

9. Definimos ahora algunas funciones primitivas recursivas:

tpl(z,y, z) = 2%3Y57

)
) = al mayor z < w tal que 2% divide a w.

-
—~~
S

)
)

c¢) crt(w) = al mayor x < w tal que 3* divide a w.
)

rft(w) = al mayor z < w tal que 5% divide a w.
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0, six es par;
e) e(r) = o
1, six esimpar.
La funcién tpl codifica una tripleta de nimeros (z,y, z) en un tnico nimero tpl(z, y, z),
y las funciones Ift, crt y rft obtienen de este nimero codificado los correspondientes
valores de x, y y z.
Si la celda visitada contiene un 0, entonces e(dnum) = 0 y si contiene un 1 entonces
e(dnum) = 1.
10. Vamos a construir una funcién primitiva recursiva g(x1,x2,t) que indique el compor-

tamiento de la maquina en el paso de ejecucion t (que no es el paso en el cual la
méquina se detiene). Esta funcién estd definida por:
g(z1,z2,t) = tpl(inum en t,
estado de la maquina en ¢,
dnum en t).
La definicién de g(x1,x9,t) se hard usando el esquema de recurrencia primitva. Para
g(z1,22,0), como la méquina comienza a ejecutar desde el estado ¢; y estd parada en
el primer 1 de 77 tenemos que:
g(z1,22,0) = tpl(0, 1, k(z1, x2)).
Para g(x1,x2,t + 1) es necesario considerar varios casos de acuerdo con las posibles
situaciones e instrucciones que pueda realizar la maquina. Las convenciones utilizadas
son las siguientes:
l= |ft( (.1‘1,:B2,t)),
¢ =crt(g(xy, x2,1)),
r = rft(g(z1, z2,t))

q=q(c,e(r));

entonces la funcién g(z1,z2,t + 1) esta definida por:

9

tpl(l,q, 7 ), sia(c,e(r)) =0ye(r)=0;
tpl(l,q, 7 = 1), sia(c,e(r)) =0ye(r) =1,
tpl(l,q,r + 1), sia(e,e(r)) =1y e(r)=0;
tpl(l, q,7), sia(c,e(r)) =1ye(r)=1;

g(z1,z0,t+1) = < tpl(1/2,q,2r), sia(e,e(r)) =2ye(l) =0;
tpl((1=1)/2,¢,2r + 1), sia(e,e(r))=2ye(l) =1,
tpl(2,q,7r/2), sia(e,e(r)) =3ye(l) =0;
tpl(2l 4+ 1,q, (r=1)/2), sia(c,e(r)) =3ye(l) =1;
0, de otro modo.
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Como la funcién g(z1, x2,t) estd definida a partir del esquema de recurrencia primitiva
sobre funciones recursivas primitivas, entonces g es una funcién primitiva recursiva.

11. Para definir f(z1,22) como una funcién recursiva es necesario realizar algunos cons-
trucciones adicionales.

a)

Si la maquina se detiene en el estado t, entonces crt(g(z1,x2,y)) # 0 para todo
y <ty crt(g(xy,x2,y)) = 0 para todo y > t.

Entonces la méquina para de computar a f(z1,22) si y sélo si t es el menor y
tal que crt(g(z1, 22,y + 1)) = 0.

La funcién h(xy,z2,y) = crt(g(z1, 2,y + 1)) es primitiva recursiva.

Todas las funciones definidas hasta el momento son primitivas recursivas. La si-
guiente funcion ofrece el cardcter de recursivad a las funciones
Turing-computables.

La funcién p(x1, x2) = py(h(x1,22,y) = 0) es recursiva.

Si la funcién f(z1,z2) es Turing-computable total, la funcién p(x;,z2) es una
funcion recursiva total y si, la funcién f(z1, z2) es Turing-computable parcial, la
funcién p(z1, z2) es una funcién recursiva parcial.

12. Finalmente definimos f(x1,z2) = lo(rft(g(x1, 2, p(x1,22)))), como f estd formada
por composicién de funciones recursivas (totales, parciales), entonces f es una funcién
recursiva (total, parcial). O

Ejemplo 2.57. Como ejemplo del teorema 2.56 demostraremos que la funcién Turing-
computable f(z,y) = 0 es una funcién primitiva recursiva.

1. Definicién de la maquina de Turing que calcula f(x,y) = 0.

Vamos a definir una maquina de Turing MT tal que la funcién asociada con la maquina

de Turing sea la funcién f(x,y) = 0, es decir, fﬁ%(w,y) = f(z,y) = 0. Como caso
particular vamos a realizar el andlisis para la instancia de la funcién f(2,1) = 0. Se
debe tener en cuenta que la maquina de Turing MT que calcula la funcién f(2,1) =0
debe estar implementada de manera que concuerde con la dindmica expuesta en el
paso (8) de la demostracién, es decir, debe poseer instrucciones simples. Ademas la
maquina debe comenzar en el estado ¢; para que concuerde con la funcién primitiva
recursiva g definida en el paso (10) de la demostracién y debe finalizar sélo con un
palito en la cinta, dado que el nimero de palitos al finalizar debe ser f(2,1) + 1. De
acuerdo con lo anterior, la maquina de Turing MT que calcula la funcién f(z1,z2) =0
estd definida por: I = {i1, 12,13, 14, 15,6} donde:
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i @@ 1 O N @
;@@ O 0O R ¢
i3: q1 O O R q3
i g3 1 O N ¢
is: g O 0O R g3
ig: g3 U 1 N g

2. Seguimiento del inum y del dmun

La descripcién instantdnea inicial es ¢77007% que para el caso de f (2,1) es
111101 1. Entonces inum = 0 y dnum = 110111 = 55, donde 1101115 sig-
nifica que el ntimero esta en binario. La maquina comienza entonces la ejecucién de
las instrucciones. La simulacion de la ejecucién, la descripcién instantdnea que se
obtiene, el valor de tnum y de dnum se presentan en la tabla 2.2. De acuerdo con la
tabla 2.2 los valores finales de inum y dnum son inum = 0, dnum = 27D+ _1 =1,
Luego f(2,1) = lo(dnum fina) = lo(1) = 0.

Instruccién  Descripcién instantanea  inum dnum
11 11011 0 1101100 = 54
i9 O¢g 11011 0 110115, = 27
11 Ogpd1011 0 11010, = 26
i9 O0¢ 1011 0 1101, =13
11 O0g¢OO011 0 11002 = 12
i9 O0¢ O11 0 1100 =6
ig DDDDlel 0 112:3
i4 DDDD(MDl 0 102:2
i5 DDDDDC]gl 0 12:1
i4 O00000g0d 0 0,=0
i5 O00000g¢s0d 0 02 =0
i6 DDDDDD(J51 0 12:1

Tabla 2.2: Simulacién méaquina de Turing que calcula la funcién f(2,1) = 0.

3. Dinadmica de la maquina de Turing MT

Con base en el paso (8) de la demostracién, codificamos la dindmica de la maquina MT
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de la siguiente manera:

i 1O N g2 a(1,1) =0y ¢(1,1) =2 por (g)
i2r e DO R a(2,0) =3y q(2,0)=1 por (f)
izt OO R g3 a(1,0) =3y ¢(1,0) =3 por (f)
ig: g3 1O N qq a(3,1) =0y ¢(3,1) =4 por (g)
is: e OO R g3 a(4,0) =3y q(4,0) =3 por (f)
ig: g3 1 N g5 a(3,0) =1y q(3,0) =5 por (d)

4. Construccién de la funcién primitiva recursiva f(2,1) =0

La construccion de la dindmica de la maquina MT del paso anterior se realiz6é para
implementar la funcién primitiva recursiva:

9(2,1,t) = tpl(inun en t,estado de la maquina en t,dnum en t),

donde t es una variable que se incrementa cada vez que se ejecuta una instruccion de la
méaquina MT y tpl(z,y, z) es la funcién primitiva recursiva definida por tpl(x,y, z) =
273Y5%. La funcién primitiva recursiva g estd definida por casos en el paso (10) de la
demostracién. De acuerdo con el paso (11) de la demostracion, se define la funcién
p(2,1) de la siguiente manera:

p(2,1) = py(h(2,1,y) = 0)
= py(crt(g(2,1,y + 1)) = 0),

donde la funcién crt devuelve el niimero y de tpl(x,y, z). La funcién p(2, 1) calcula el
menor y + 1 tal que crt(g(2,1,y + 1)) = 0. Finalmente definimos la funcién f(2,1)
como f(2,1) = lo(rft(g(2,1,p(2,1)))), donde la funcién lo y la funcién rft son funciones
primitivas recursivas definidas en los pasos (7) y (9) de la demostracion.

5. Célculo de p(2,1)

Para calcular el valor de p(2,1) y de alli el valor de f(2,1) procedemos de la siguiente
manera: suponemos p(2, 1) conocido y operamos de una manera recursiva, ya que la fun-
cién g depende del estado de la configuracién ¢ anterior, hasta un ¢ = 0. Sea p(2,1) = n,
entonces para calcular f(2,1) = lo(rft(g(2,1,n))) necesitamos g(2, 1,n); para calcular
9(2,1,n) necesitamos g(2,1,n—1); para calcular ¢g(2,1,n—1) necesitamos ¢(2,1,n—2)
y asi sucesivamente hasta calcular ¢g(2,1,0) = tpl(0,1, k(2,1)) = tpl(0, 1, 55) definido
en el paso (10) de la demostracién. Procedemos entonces a realizar estos célculos.

a) Para ¢t =0:
9(2,1,0) = tpl(0,1,55)
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b) Para t = 1:

c=crt(g(2,1,0)) = crt(tpl(0,1,55)) =1
r = rft(g(2,1,0)) = rft(tpl(0,1,55)) = 55

I =1ft(g(2,1,0)) = Ift(tpl(0,1,55)) = 0
e(r) =1 (Paridad)
a(e,e(r)) =a(1,1) =0
e e(r) = 4(1,1) =

Entonces ¢(2,1,1) = tpl(0,2,55 =1) = tpl(0, 2, 54)

c¢) Los calculos necesarios para t = 2 hasta ¢t = 13 se presentan en la tabla 2.3.

t ¢ r 1 e(r) alce(r)) qlce(r)) g(2,1,t)
2 2 54 0 0 3 1 tpl(0, 1, 27)
31 27 0 1 0 2 tpl(0, 2, 26)
4 2 2 0 0 3 1 tpl(0,1,13)
5 1 13 0 1 0 2 tpl(0,2,12)
6 2 12 0 0 3 1 tpl(0, 1, 6)
71 6 0 0 3 3 tpl(0,3,3)
8 3 3 0 1 0 4 tpl(0, 4, 2)
9 4 2 0 0 3 3 tpl(0,3,1)
0 3 1 0 1 0 4 tpl(0,4,0)
11 4 0 0 0 3 3 tpl(0,3,0)
12 3 0 0 0 1 5 tpl(0,5,1)
135 1 0 1 0 0 tpl(0,0,0)

Tabla 2.3: Célculo de p(2,1).

d) Por primera vez en el seguimiento crt(g(2,1,13)) = crt(tpl(0,0,0)) = 0. Esto
implica que n = 12, es decir, p(2,1) = 12.

6. Calculo de f(2,1)
Dado que p(2,1) = 12, entonces
f(2,1) = lo(rft(9(2,1,12)))
= lo(rft(tpl(0, 5,1)))

=lo(1)
=0.
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Sugerimos comparar las tablas 2.2 y 2.3 para observar que la computacion realizada
es la misma.

7. Hemos demostrado entonces que la funcién Turing-computable f(2,1) = 0 se puede
definir como una funcién primitiva recursiva.

2.12. Tesis de Church-Turing

La tesis de Church-Turing, segiin la cual una funcién es efectivamente calculable si y
sélo si es una funcién recursiva, ha conocido bastantes discusiones, tanto por filésofos como
por matematicos.

El hecho crucial de que las diversas caracterizaciones de las funciones calculables por un
algoritmo hayan conducido a la clase de las funciones recursivas (Turing-computables) y el
hecho de que atn no se haya producido una funcion efectivamente calculable que no sea
recursiva, constituyen argumentos de peso o evidencia en favor de la conjetura conocida
como tesis de Church-Turing (extendida), tesis que afirma que la clase de las funciones
parciales calculables es idéntica a la clase de las funciones recursivas parciales.

De hecho, aceptar como vélido este enunciado (puesto que no puede ser probado) implica
establecer de una vez por todas que la nocién intuitiva de algoritmo corresponde a las
descripciones mateméticas que han sido dadas (méquinas de Turing, recursividad, etc.). En
otras palabras, aceptar la tesis equivale a afirmar categéricamente que: toda funciéon parcial
calculable mediante un algoritmo es una funcién recursiva parcial.

La potencia de la tesis extendida de Church-Turing radica en el hecho de que se puedan
usar estrategias o técnicas matematicas para probar la existencia o no de algoritmos para
un cierta clase particular de problemas. Y, reciprocamente, sabido de la existencia de un
procedimiento mecanico o algoritmo particular, poder afirmar que el conjunto o funcién
correspondiente es recursivo.

Ejemplo 2.58. Como un conjunto es recursivamente enumerable si existe una funcién
recursiva f tal f(0), f(1),... es una lista exhaustiva del conjunto, entonces la tesis de Church-
Turing conduce a la idea de que recursivamente enumerable es equivalente a efectivamente
enumerable.

Ejemplo 2.59.

1. Es sabido que: el conjunto A de los nimeros de Godel de las formulas de la teoria de
nimeros N que son verdaderas, no es recursivo.

2. Aplicando la tesis de Church-Turing podemos entonces afirmar: no existe ningiin
algoritmo que sirva para responder la pregunta: jes la formula o verdadera en N?

3. Luego, no existe una funcién de decisién f para el conjunto A. Asi, A no es un
conjunto decidible (en sentido intuitivo)
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Un sistema formal es recursivamente indecidible si el conjunto de los nimeros de Godel
de los teoremas del sistema no es recursivo. Usando la tesis de Church-Turing podemos
observar que un sistema formal es indecidible si y sélo si no existe un algoritmo que pueda
responder la cuestién: jes la formula o un teorema del sistema?

Teorema 2.60. Eziste un subconjunto de N que es recursivamente enumerable pero no es
TeCUTsivo.

Demostracion. Presentaremos en este contexto una justificacion incompleta, dejando el
resto al cuidado del lector.

1. Sea N el sistema formal de la teoria de ntimeros.

2. El conjunto A de los axiomas del sistema formal N es recursivo (a partir de los niimeros
de Godel de los mismos).

3. Puede disefiarse un procedimiento efectivo para listar el conjunto de teoremas de N a
partir del conjunto de axiomas A.

4. Por la tesis de Church-Turing, el conjunto de los teoremas de N es recursivamente
enumerable.

5. N es recursivamente indecidible.

6. Luego, el conjunto de los teoremas de N no es recursivo. O

2.13. Ejercicios

Ejercicio 2.1. Demuestre que las funciones test de desigualdad denotada por € y test de
igualdad denotada por ¢ son funciones primitivas recursivas.

0, sixz=uy; 1, siz=y;
E(IL', y) = . (5(1‘, y) = .
1, siz#uy. 0, siz#uy.

Ejercicio 2.2. Demuestre que las siguientes funciones son primitivas recursivas:
1. rm(z,y) = residuo de la divisién de y por x.
2. gt(x,y) = cociente de la divisién de y por z.

3. [ vz | = mayor entero < \/x.

Ejercicio 2.3. Demuestre que la intersecciéon y unién de dos conjuntos primitivos recursivos
y el complemento de un conjunto primitivo recursivo, es un conjunto primitivo recursivo.
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Ejercicio 2.4. Demuestre que los siguientes predicados son primitivos recursivos:

1.

A

w
VoV

4. | divide
5. P(z) : X es par.
6. I(x) : x es impar.
7. Pr(z) : x es primo.
Ejercicio 2.5. Demuestre que las siguientes funciones son primitivas recursivas:
1. max(zy, xo,...,xy,).
2. min(xy,x2,...,2Tn).

Ejercicio 2.6. Demuestre que la sucesion de Fibonacci definida por f(0) =1, f(1) = 2,
f(k+2)= f(k)+ f(k+1) para k > 0, es primitiva recursiva.

Ejercicio 2.7. Demuestre que las siguientes funciones son primitivas recursivas:

1. f(0)=2, f(1) =4, f(k+2)=3f(k+1)=(2f(k)+1).
2. f(0) =5, f(n+1) = f(n) - f(n=2) + f(n=5).
8. (0) =5, f(n+1) = (n+ 1)/ 4n. f(n=3).

Ejercicio 2.8. El siguiente programa calcula ¢ empleando a como entrada. Expresar c
como funcién de a

3 + a;
2 + a;
c * b;

Ejercicio 2.9. Expresar el valor final de la variable suma como una funcién primitiva
recursiva.

for i :=1 to n do suma := suma + 1 * i
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Ejercicio 2.10. Expresar la funcién if(z,y, z) como una funcién primitiva recursiva.

) y, sixz >0,

z, siz=0.
Ejercicio 2.11. Demuestre la segunda parte del teorema 2.14.
Ejercicio 2.12. Las siguientes funciones no son regulares. Justifiquelo.
1. f(z,y) =x+y.
2. g(z,y) = (z=y) +y.

Ejercicio 2.13. Verifique que la funcién f(z,y,z) = (x —2) + (y —z) es regular para la
variable z.

Ejercicio 2.14. Implemente en algin lenguaje de programacion la funcién de Ackermann
y observe el crecimiento de la funcién para algunos valores (z,y) contra el crecimiento del
nimero de llamadas necesarias a la funcién para calcular dichos valores.

Ejercicio 2.15. La funcién de Ackermann es un ejemplo de una funcién recursiva que no
es primitiva recursiva. La siguiente demostracién afirma que la funciéon de Ackermann es
una funcién primitiva recursiva.

Demostracion. Cada “brazo” de la funciéon de Ackermann puede ser expresado de la si-
guientes forma:

1. ack(0,y) = s(y), donde s(y) es la funcién sucesor.

2. ack(z +1,0) = ack(pred(x + 1),s(z(0))) donde pred es la funcién predecesor y z es la
funcién cero.

3. ack(x 4+ 1,y + 1) = ack(pred(x + 1), ack(x + 1, pred(y + 1))).

Como cada “brazo” de la funcién de Ackermann puede ser expresado por una funcién

primitiva recursiva, o por composicién de funciones primitivas recursivas, entonces la
L, itiv e

funcién de Ackermann es primitiva recursiva O

Explicar por qué la demostracion anterior no es valida.

Ejercicio 2.16. Presente un ejemplo de una funcién estrictamente recursiva parcial (que
no sea total).

Ejercicio 2.17. Suponga que h es una funciéon parcial recursiva la cual no es total y g es
una funcién recursiva. Sea f = h o g, ;jpuede f ser una funcién total?



2.14 Notas bibliograficas 95

Ejercicio 2.18. Para el ejemplo 2.36 hallar un algoritmo maés eficiente que decida si un
nimero n € N es 0 no es un niimero primo.

Ejercicio 2.19. Para el conjunto del ejemplo 2.37, ;ctal es el procedimiento de decisién?

Ejercicio 2.20. El conjunto de las tautologias de la légica de enunciados es un conjunto
decidible. ;Cual es el procedimiento de decisiéon?

Ejercicio 2.21. Demuestre que la funcion del ejemplo 2.43 es sobreyectiva y recursiva.

Ejercicio 2.22. Demuestre el lema 2.47.

2.14. Notas bibliograficas

Los textos de Boolos, Burges y Jeffrey [2007], Caicedo [1990], Davis [1982], Hermes
[1969], Kleene [1974], Mendelson [2015], Minsky [1967], Sieg [1997], Soare [1996] y Yasuhara
[1971], entre otros, presentan una contextualizacion a las funciones recursivas. Las funciones
y relaciones numérico-tedricas son presentadas en el texto de Mendelson [2015]. En relacién
con la funcién de Ackermann, [Hermes 1969] presenta una demostracién de que no es una
funcién primitiva recursiva; por otra parte, algunos de los datos del niimero de llamadas
de la funcién de Ackermann, fueron tomados de [Dotzel 1991]. Las nociones de conjunto
enumerable y conjunto efectivamente enumerable son presentas en el texto de Caicedo
[1990], asi como los ejemplos 2.34 y 2.46 y el algoritmo presentado en el teorema 2.48. Para
la demostracién de los lemas 2.50, 2.51 y 2.54 seguimos a [Davis 1982] y para el lema 2.52
seguimos a [Caicedo 1990]. Para la demostracién del teorema 2.56 seguimos la presentacién
realizada por Boolos y Jeffrey [1989]. El texto de Kleene [1974] y en especial el texto de
Davis [1982], ofrecen una demostracién mucho més elaborada del mismo. En cuanto a la
tesis de Church-Turing, [Kleene 1974; Sieg 1997; Soare 1996] ofrecen algunos elementos,
tanto histéricos como técnicos.






Capitulo 3

Lenguajes y gramaticas

3.1. Alfabetos y lenguajes

Un alfabeto sera para nosotros, en este contexto, cualquier conjunto de objetos que lla-
maremos simbolos indivisibles. Un ejemplo de ello es el alfabeto romano {a,...,z,A,..., Z}.
Un alfabeto bésico en la computacién es el conjunto {0, 1}.

3.1.1. Definiciones preliminares

Definiciéon 3.1 (Alfabeto). Un alfabeto es un conjunto enumerable (finito o infinito) de
simbolos indivisibles.

Ejemplo 3.2. Ejemplos de alfabetos:
Zl - {07 1}7

Yo ={/}
23:{(7ﬁ}u{pi‘i€N}‘

Definicién 3.3 (Palabra). Una palabra es una sucesion finita de simbolos de un alfabeto X.
Como palabra de ¥ se incluye la palabra vacia denotada por €.

Ejemplo 3.4. Para ¥; = {0,1} son palabras a = 00000 y 8 = 0101010101. Para
Y3 ={V,~}U{p;| i€ N} son palabras oy = —=(p1 V p2), ag = -~y e.

Definicién 3.5 (Lenguaje universal). El conjunto ¥* de todas las palabras que se pueden
construir sobre un alfabeto ¥ se denomina lenguaje universal para 3, es decir:

Y ={aiaz...an, | neN}U{e}, a;€X.

La definicion que presentamos a continuacién (lenguaje sobre un alfabeto) es valida, pero
poco tutil, puesto que lo que nos interesa en este contexto es el poder dar una representacién
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finita o descripcion finita de un lenguaje infinito. No obstante, para estos mismos propodsitos
es importante que presentemos tal definicién.

Definicién 3.6 (Lenguaje). Sea ¥ un alfabeto. Un lenguaje L sobre ¥ denotado por L(X)
es un subconjunto de ¥*; es decir, L(X) es un lenguaje sobre X, si y s6lo si, L(X) C X*.

Ejemplo 3.7. Si ¥ es un alfabeto, entonces, ¥* y () son lenguajes sobre X.

Ejemplo 3.8. Dado ¥ = {a,b,..., z}, los siguientes conjuntos son lenguajes finitos y por
ende tienen una descripcion finita.

L1(X) = {casa, hola, perro},
Lo(X) = {aaa,df g, asd, jkl}.
Si el lenguaje L(X) es infinito no podemos, bajo estas consideraciones, describir todas

sus palabras, lo cual nos obligard mas tarde a buscar otros métodos para su representacién
finita (si tal cosa es posible).

Ejemplo 3.9. Los siguientes lenguajes sobre ¥ = {0, 1} son infinitos:

Ly(%) = {0,01,011,0111,01111,... },
LyD) = {ae ¥ |l(a)=3kkeN},
L3(X)={a e |a=08,8€L*}.

3.1.2. Operaciones sobre palabras

Sobre el conjunto de palabras que pueden construirse sobre un alfabeto dado, podemos
definir una funcién matematica que asigne a cada palabra el nimero de simbolos de que
consta, nimero que llamaremos longitud de dicha palabra.

Definicién 3.10 (Longitud de una palabra). Dada un alfabeto 3, existe una funcién
[:3¥* — N tal que:

I(e) =0,
l(aa) =1l(a)+1; aeXaeX.

Ejemplo 3.11. Sea ¥ = {a, b} entonces

)
(ca)=1(e)+1=1, ac,
l(ab) =l(a)+1=1+1=2,
)=1(ab) +1=2+1=3.
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Definicién 3.12 (Conjunto de palabras de longitud n). Llamaremos X" al conjunto de
todas las palabras de longitud n construibles sobre un alfabeto 3, luego:

0 = (e},
2= {a|l(a) =1},

Yt=A{allla)=n}.

El conjunto X* es el conjunto infinito: X° UL U X2 U. .., es decir:
= o
neN

Dos palabras sobre un mismo alfabeto pueden ser combinadas para formar una tercera
mediante la operacién de concatenacion. La concatenacion « - 3, de las palabras oy (3, es
la palabra obtenida escribiendo 8 inmediatamente después de a.

Definicién 3.13 (Concatenacién de palabras). La concatenacién - es una ley de composicion
interna sobre X*, es decir, es una aplicacién - : X* x ¥* — ¥* definida por:

((arag ...an,b1by...by) = ajag...apbiby...by,.
En otros términos, sean o = aqas ...a,, y 8 = b1bs. .. by, palabras de ¥, entonces:
a-fB=af =aias...apbibs...by,.
Ejemplo 3.14. Sea ¥ = {a, b, ¢, d}, entonces:

aaa - bbb = aaabbb,
abed - deba = abeddceba.

Definicién 3.15 (Potencia de una palabra). Sea a una palabra sobre un alfabeto X,
entonces:

a'=a" "a paran > 0.
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Ejemplo 3.16. Si ¥ = {1,2,3} entonces:

a=12ya?=1212,
B=23y B =p%3=(23)%(23) = 232323.

Teorema 3.17. Si o, 8 € ¥*, entonces l(a - 3) = () + 1(B).

Demostracion. Ejercicio 3.7. 0
Teorema 3.18. Si a € ¥*, entonces [(a™) = nl(«).

Demostracion. La demostracién se hara por induccion.

1. Si n = 0 entonces
[(a®) =1()=0=0-0=0-1(c).
2. Suponemos que si n = k, entonces, I(a*) = kl(a).

3. Paran=k+1:

= (k+ 1)l(a). O]
Definiciéon 3.19 (Reflexién de una palabra). Sea « una palabra sobre un alfabeto X, y
Q= a1ay...ay_10,. Definimos la reflexién de «, denotada por a~ !, a la palabra:

a l= ApQp—1 -..0201.

Ejemplo 3.20. Sea Y = {a,b, c,0} y una palabra o = acob entonces a~! = boca.

3.1.3. Relaciéon entre los conceptos de monoide y lenguaje

Pasemos ahora a estudiar la estructura algebraica del lenguaje universal. Inicialmente
presentamos las definiciones de semigrupo y monoide.

Definicién 3.21 (Semigrupo). Sea L = {*} un lenguaje de primer orden, compuesto por
un simbolo de funcién de aridez dos (x). Un semigrupo S = (A, *) es un modelo de L que
satisface el siguiente axiomas:

SEVaVyVz((xxy)*xz=xx*(y*2z)) (asociativa) (S1)
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Definicién 3.22 (Monoide). Sea L = {*, e} un lenguaje de primer orden, compuesto por
un simbolo de funcién de aridez dos (%) y por un simbolo de constante (e). Un monoide
M = (A, *,e) es un modelo de L que satisface los siguientes axiomas:

M = VaVyVz((zxy) * 2 =x % (y * z)) (asociativa) (M1)

MEVz(zxe=exxz =x) (existencia elemento neutro) (M2)

Ejemplo 3.23. (N, %) y (Z, +) son ejemplos de semigrupos. (N, *,1) y (Z, +,0) son ejemplos
de monoides.

Presentamos entonces el teorema que prescribe la estructrua algebraica de un lenguaje
universal.

Teorema 3.24. Si ¥ es un alfabeto y si (X*,-,€) es una estructura donde; ¥* es el lenguaje
universal para X, - es la concatenacion de palabras, y € es la palabra vacia, entonces (¥*, -, €)
es un monoide, llamado el monoide libre generado por X.

Demostracion.

1. - es una operacion cerrada bajo ¥*, es decir:

(X%, -,e) F VaVy(z -y € &¥).
2. (X%, ¢e) EVaVBYy((a- B) -y =+ (B -7)) (axioma de asociatividad).
3. (¥*,-,e) EVa(a-e =¢-a=a) (axioma existencia de elemento neutro). O

El teorema anterior afirma que (X*,-,¢) es un monoide. ;Serd esto cierto si reemplaza-
mos X* por L7, es decir, jcualquier lenguaje L sobre un alfabeto ¥, con la operacion de
concatenacion y la palabra vacia, forman un monoide? Los siguientes ejemplos responderan
a la pregunta.

Ejemplo 3.25. Sea L = {a € ¥* | l(a) = 3k, k € N}. Entonces (L,-, &) es un monoide.
Veamos que - es cerrada bajo L. Sean «, 5 € L, entonces:

la-B) =1(a) +1(B)
=3k1 4+ 3ky; Kki,ko €N
:3(/€1+k2); ki,ks € N
=3p,p €N, donde p=Fki+ ks.

Luego, - es cerrada bajo L. Ademéas L hereda la asociativa de ¥* y e opera como elemento
neutro (e, donde () = 0 = 3(0) luego € € L). Podemos entonces afirmar que (L, -, £) es un
monoide.
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Ejemplo 3.26. Sea L = {a € ¥*|l(a) =2k + 1,k € N}. Entonces (L,-, &) no es un
monoide. Veamos que - no es cerrada bajo L. Sean «, 5 € L tales que, l(a) =5y () =7,
entonces:

l(a-p) =l(a) +1(B)
=5+4+7=12;

pero, 12 no se puede expresar como 2k + 1 con k € N. Luego - no es cerrada bajo L.

3.1.4. Operaciones entre lenguajes

Sean L y L' dos lenguajes sobre un alfabeto X. Definimos las siguientes operaciones
entre ellos:

1. Reflexiéon: L=t ={a"'|a e L}.

2. Unién: LUL' ={a|a€Loaec L}

3. Interseccion: LNL' ={a|ae€LyacL'}.

4. Complemento: L={aeX*|a¢ L}

5. Concatenacién: L-L'={a-f|acLypBeL}.

6. Clausura de Kleene:

La clausura de Kleene de un lenguaje L, denotada por L*, es el conjunto de todas
las palabras finitas construibles con los elementos de L (incluyendo la palabra vacia),
esto es:

L"={ae¥ |a=a1-az-...-canyn>0ya; € L}.

Podemos crear la sucesion:

L’ = {6}7
Lk-i—l — Lk . L,

luego,
L =L
neN
Observemos que si L = ¥, entonces, L* = ¥*.

7. Clausura positiva:

La clausura positiva de un lenguaje L, denotada por L™, es el conjunto de todas las
palabras finitas construibles con los elementos de L, sin incluir la palabra vacia, es
decir:

LT = |J L" dondeZ' ={1,2,3,...}.

neZt
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Ejemplo 3.27. Sea L = {otla, cola, avu,aa} entonces L~' = {alto, aloc, uva, aa}.

Ejemplo 3.28. Sea L(X) = {a}, donde o € ¥* entonces L(X) - ¥* = {a- | € " }.
Este lenguaje es el conjunto de todas las palabras que tienen prefijo a.

Ejemplo 3.29. Si ¥ ={0,1} y L(X) = {01, 1,100} entonces:

LO(%) = {e},

LY(%) = L(%) = {01,1,100},

L*(%) = {0101,011,01100, 101, 11, 1100, 10001, 1001, 1001008,
L*(%) = L* (%) L(E),

L(2)=J L"=

neN
Ejemplo 3.30. Sean L={A,...,Z,a,...,2} y L' ={0,...,9}, entonces:
LUL ={a| aes una letra o es un digito },
L' ={afB | aesuna letray 3 es un digito } ,
L* = { a | @ es una secuencia de letras (incluyendo la secuencia vacia) } ,

/ . s . . . ,
L'" = {a| a es una secuencia de digitos (no incluye la secuencia vacia) },

L(LUL")* ={a| a es una secuencia de letras o digitos comenzando por una letra } .

3.2. Sistemas formales y sistemas combinatorios

Definicién 3.31 (Sistema formal). Un sistema formal es una estructura mateméatica
SF = (X,T,0,A),

donde:

(i) X es un alfabeto.

(ii) T es un conjunto de férmulas (obtenido a partir de unas reglas de formacién de
féormulas).

(iii) ¥ es un conjunto de reglas de transformacién de férmulas.

(iv) A es un conjunto de axiomas.

Ejemplo 3.32. Definamos un sistema formal para la l6gica de enunciados por
LE = (3, T, U, A),

donde:
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(i) Z:{_‘a\/v/\a—%(_)}U {pi‘iEN}U {(7)}

(ii) I estd determinado por las siguientes reglas de formacién de férmulas:

R1. Vie N (p; €T).
R2. Si a € I entonces =(a) € T.
R3. Si a, B € T entonces (a) V (5) € T

(iii) W esta formado por una tunica regla llamada regla de separacion:
(aN(a— pB)) = 6.

(iv) A es un conjunto de axiomas formado por:

Al. (aVa)— a.

A2. o — (aV ).

A3. (aVp) = (BVa).

Ad (aVv )= ((vVa) = (yVhH)).

Definicién 3.33 (Sistema combinatorio). Un sistema combinatorio es una estructura
matematica

SC=(%,, 5., T,¥,A),
donde:

(i) X, es un alfabeto principal.
(ii) ¥, es un alfabeto auxiliar.

(iii) T' es un conjunto de férmulas (obtenido a partir de una reglas de formacién de
férmulas).

(iv) ¥ es un conjunto de reglas de transformacién de férmulas.

(v) A es un conjunto unitario de axiomas.

Ejemplo 3.34. Si examinamos las figuras 3.1(a), 3.1(b), 3.1(c) y 3.1(d), podemos descubrir
que cada figura se construye usando como base la figura anterior. Observemos el paso de la
figura 3.1(a) a la figura 3.1(b); este paso es una transformacién de cada uno de los segmentos
de recta, que es la figura 3.1(a), en un conjunto de segmentos de recta. Si observamos
la figura 3.1(c), veremos que ésta se obtiene de la figura 3.1(b) efectuando la misma
transformacién a cada uno de los segmentos de recta que la componen. La figura 3.1(d) es
producto de hacer la misma transformacién a la figura 3.1(c) y asi, sucesivamente.

Este es un ejemplo de lo que se conoce como un fractal (tipo L). Vamos a definir
el fractal anterior conocido como curva de Koch por medio de un sistema combinatorio

SC = (¥,, %, T',¥,A), donde:
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(a) (b) (c) (d)

Figura 3.1: Curva de Koch.

(i) ¥, ={L,+,—}. La interpretacion que damos a los simbolos de X, es la siguiente: L:
segmento de recta, +: giro de 45° en el sentido de las manellicas del reloj y —: giro de
45° en sentido inverso al de las manecillas del reloj.

(i) ¥q={—=}.
)
)
)

(v) A={L}.

(iii) T es el conjunto de fractales obtenidos.

(iv) U estd compuesto por una unica regla: L — L—L-++L—L.

3.3. Gramaticas formales o de frase estructurada

3.3.1. Problema de la representacion

Con respecto al tratamiento de los lenguajes (artificiales o naturales), un objetivo que
se plantea es el de formalizarlos. Por lo general los lenguajes “interesantes” son infinitos;
entonces surge el problema: jcomo representar un lenguaje infinito? Hay dos posibles
soluciones, a saber:

1. Representacién analitica: maquinas abstractas.

2. Representacion generadora: sistema de generacion finito con un conjunto finito de
reglas (gramadtica generativa).

3.3.2. Gramaticas

Definicién 3.35 (Gramatica). Una gramadtica estd definida por una estructura matemética
G=(N,T,P,I),

donde:

(i) N es un conjunto finito de simbolos llamados no terminales.
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(ii) T es un conjunto finito de simbolos llamados terminales.
(iii) P es un conjunto de reglas de produccién.

(iv) I es el axioma de inicio o simbolo inicial.
Los elementos de una gramaética presentan las siguientes caracteristicas:
G1. Los conjuntos N y T son disjuntos (N N'T = ().

G2. I¢ (NUT).

G3. Las producciones tienen la forma:

a) aAp — vdén donde o, B,7v,0,n € (NUT)*; A=1 Vv AeN.

c

)
b) La palabra aAS recibe el nombre de “lado izquierdo” de la produccion;.
) La palabra «dn recibe el nombre de “lado derecho” de la produccion.

)

d) El simbolo “—7 se lee: «Af deriva en ydn.

Con respecto a la notaciéon, se utilizan letras maytsculas para denotar los simbolos no
terminales y letras mintisculas para denotar los simbolos terminales.

Definicién 3.36 (Lenguaje generado por una gramética). El lenguaje generado por una
gramatica G, denotado por L(G), es el conjunto de secuencias de simbolos terminales que
se pueden derivar a partir de I, es decir, L(G) = {a € T* | I —* a } donde, —* representa
cero o més producciones, es decir, o se puede obtener por sucesivas derivaciones a partir de

I. Para efectos de facilitar la notaciéon (cuando no haya lugar a confusién), vamos a denotar
L(G) por L.

Ejemplo 3.37. Sea G = (N, T,P,I) donde:

I=1,
N = {ORACION, SUJETO, PREDICADO, ARTICULO, ADVERBIO,
SUSTANTIVO, VERBO},

T = {la, el, mujer, hombre, lee, escribe, adecuadamente, inadecuadamente}.
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El conjunto P esta formado por las siguientes reglas de produccion:

J2R| — ORACION
P, : ORACION — SUJETO PREDICADO
P3; : SUJETO — ARTICULO SUSTANTIVO

Py : ARTICULO  — el
Ps: ARTICULO —la
Ps : SUSTANTIVO — hombre
P7; : SUSTANTIVO — mujer
P; : PREDICADO — VERBO ADVERBIO
Py : VERBO — lee
Pio : VERBO — escribe
P;; : ADVERBIO  — adecuadamente
P> : ADVERBIO  — inadecuadamente
Observemos que cada una de las producciones satisface el formato definido para las mismas.
Las palabras (en realidad son oraciones) que componen a L son:
a1 = la mujer lee adecuadamente
ao = la mujer lee inadecuadamente
a3 = la mujer escribe adecuadamente
a4 = la mujer escribe inadecuadamente
a5 = el hombre lee adecuadamente
ag = el hombre lee inadecuadamente
a7 = el hombre escribe adecuadamente
ag = el hombre escribe inadecuadamente
Observemos que por ejemplo:

B8 = “el hombre lee”, no es una palabra de L. Para que lo fuera, seria necesario que
ADVERBIO se pudiera derivar en vacio.

Ejemplo 3.38. Sea G = ({A, B},{0,1},P,I), donde P estd formado por las siguientes
reglas de produccién:

I—-1B

I—-1

B — 0A

A— 1B

A—1

De acuerdo con las reglas de produccion, tenemos que:

I1—-1B —10A — 101B — 1010A — ... = 10...101;
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es decir, L = (10)*1.
Ejemplo 3.39. Sea G = ({A},{a,b},{I - A, A — aAb, A — ab},I). Con base en las reglas

de produccién, tenemos:
I - A— aAb — aaAbb — aaaAbbb — ... — aqas...apabbiby ... by;
es decir, L = {a™b" |n>1}.
Ejemplo 3.40. Sea G una gramética definida por las siguientes producciones:
154
A3 aABC
A3 abC
CB % BC
bB > bb
bC S be
cC % ce

El lenguaje asociado con esta gramatica es, L = { a"b"¢" | n > 1}. Construyamos inicial-
mente la derivacion para la palabra a = aabbcc. En este caso indicamos la produccion
utilizada en cada paso de la derivacién.

15 A3 aABC 3 aabCBC 2 aabBCC > aabbCC > aabbeC 5 aabbec.
Ejemplo 3.41. Sea G una gramética definida por las siguientes producciones:
I-5 ACaB

Ca > aaC

cB > DB

CBSE

AD > AC

aD % Da

aE 5 Ea

AE S ¢
El lenguaje asociado con esta gramatica es L = {an}. Para a2’ = a* se obtiene la siguiente
derivacién:

14 ACaB 2 AaaCB 3y AaaDB % AaDaB % ADaaB > ACaaB 2 AaaCaB 2
AaaaaCB 2 AaaaaE - AaaaEa -5 AaaEaa -5 AaEaaa - AEacaa S5 aaaa.
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3.3.3.

Taxonomia de las gramaticas

y € es la palabra vacia.

pueden tener, tal como estd indicado en la tabla 3.1.

Sean G = (N, T, P,I) una gramatica, o, 5,7 € (NUT)*, Ac NU{I}, BEN,a€T,

La taxonomia de las gramaticas estéd sustentada sobre el patréon de producciones que

Tipo Nombre Producciones Comentarios
0 Gramaticas no restringi- «Af — ayp. Admiten  producciones
das que implican decrecimien-
to. La tnica restriccién,
es que no permite produc-
ciones de la forma € — ~.
1 Gramaticas sensibles al «Af — avf; v # e. No tiene producciones
contexto compresoras. Admite T —
e (elegancia en el lenguaje

que genera).

2 Gramaticas independien- A — ~y; vy # e. El contexto es obligatoria-
tes del contexto mente vacio. De este tipo
son la mayoria de los len-
guajes de programacion.

Admite I — .
3 Gramaticas regulares, gra- Lineales o recursivas a la  Pueden contener a lo sumo

maticas de Kleene o k-
gramaéticas

derecha: A > aBy A —
a. Lineales o recursivas a

un simbolo no terminal en
la parte derecha de la pro-

la izquierda: A — Ba y duccién. Admite I — ¢.

A — a.

Tabla 3.1: Taxonomia de las graméticas.

Para cada tipo de gramatica existe un tipo de lenguaje y para cada tipo de lenguaje
existe un tipo de maquina (abstracta) que reconoce las palabras de ese lenguaje. La tabla 3.2
esquematiza esta situacion.

Finalmente diremos que G3 C Gy C G; C Gy, luego, L(G3) C L(G2) C L(G;) C L(Go).

Ejemplo 3.42. La gramatica del ejemplo 3.38 es una gramatica tipo 3; la del ejemplo 3.39
es una tipo 2; la del ejemplo 3.40 es una tipo 1 y la del ejemplo 3.41 es una tipo 0.
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Tipo gramatica Tipo lenguaje Reconocedor

Gramaticas no restringidas Lenguajes no restringidos Maquina de Turing.
(tipO 0) Go. L(Go).

Graméticas sensibles al con- Lenguajes sensibles al contex- Autématas linealmente inde-
texto (tipo 1) Gy. to L(Gy). pendientes.

Gramaticas independientes Lenguajes independientes del ~Autématas de pila (stack).

del contexto (tipo 2) Ga. contexto L(Gg).
Graméticas regulares (tipo 3) Lenguajes regulares L(Gs).  Autématas de estado finito.
Gs.

Tabla 3.2: Gramaéticas, lenguajes y reconocedores.

3.3.4. Notacién alternativa para las gramaticas

Definicién 3.43 (Notacion BNF). Un tipo de notacién muy utilizada en informética para
esfecificar gramaticas es la notacién BNF (Backus - Nour Form):
BNF1. Los simbolos no terminales se encierran entre <>.
BNF2. Las producciones tienen la forma « ::= f3.
BNF3. Si existen varias derivaciones de un mismo “simbolo”, éstas se representan por « ::=
Bl B

Ejemplo 3.44.

I:=<lista >
< lista > =< lista > + < digito >
| < lista > — < digito >
| < digito >
< digito>==0[1]2[3|4]5|6]7|8]9

Algunas palabras son: a1 =3 —-3+2, as =1+ 2 — 3, etc.
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Ejemplo 3.45.

I ::=< entero >
< entero > ::=< entero-con-signo >
| < entero-sin-signo >
< entero-con-signo > ::= + < entero-sin-signo >
| — < entero-sin-signo >
< entero-sin-signo > ::=< digito >
| < digito >< entero-sin-signo >
< digito>==0|1|2[3]4|5]|6]7|8|9

Algunas palabras son: -344, 567, +9784, 8, 0000, etc.

3.3.5. Algunos aspectos sobre las gramaticas

Definicién 3.46 (Arbol de anélisis sintéctico). El objetivo del drbol de anélisis sintéctico es
ilustrar la derivacién de una cadena del lenguaje a partir del simbolo inicial de la graméatica.
Este arbol también es llamado arbol de parsing o arbol de derivaciéon. La construccién del
arbol de analisis sintactico esta dirigida por las siguientes reglas:

1. La raiz es el simbolo inicial.
2. Las hojas son simbolos terminales.
3. Los nodos interiores son simbolos no terminales.

4. Si « es un nodo interior y 51, B2, ..., By son sus hijos de izquierda a derecha, entonces
a — 182 ... B, es una produccién.

Ejemplo 3.47. Sea G una gramaética definida por las siguientes producciones:

I1—-F
E—-FE+FE| E-FE| D
D—0[1]2|3]|4]5|6|7]|8]9

La figura 3.2 representa el arbol de anélisis sintactico para la palabra a =1+ 2 + 3.

La definicién que realizamos del arbol de andlisis sintactico es vilida inicamente para
gramaticas tipo 2 o gramaéticas tipo 3, es decir, graméticas para las cuales el contexto del
lado izquierdo de cualquier produccién es vacio.
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bty —

-
SN

w—0gO—

E
|
D
|
1

v— O —1

Figura 3.2: Arbol de anélisis sintéctico para o = 14 2 + 3.

Definicién 3.48 (Derivacién: izquierda y derecha). La derivacién por izquierda consiste
en sustituir en cada paso de la derivaciéon de una cadena el simbolo no terminal mas a la
izquierda perteneciente a ella. Similarmente, la derivaciéon por derecha consiste en sustituir
en cada paso de la derivacién de una cadena el simbolo no terminal més a la derecha
perteneciente a ella.

Ejemplo 3.49. Sea G una gramética definida por las siguientes producciones:

I-F

F—-FE+F

| (E)

| —F

| O[1[2]3[4]5]6[7[8]9

Sea a=—(3+1).
Derivacién por la izquierda:

&

E

(E)

(E+E)

(3 + E) se sustituyé el simbolo no terminal méas a la izquierda
(3+1)

A A
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Derivacién por la derecha:

&=

E

(B)

(E+E)

(E + 1) se sustituy6 el simbolo no terminal més a la derecha
(3+1)

L 4Ll

La figura 3.3 representa los arboles de derivacién para la derivacién por la izquierda y
para la derivacién por la derecha que hemos realizado. Es decir, sin importar qué derivacién
realizamos, obtenemos para la palabra o = —(3 4 1) el mismo drbol de andlisis sintéctico.

Figura 3.3: Arbol de derivacién por la derecha y por la izquierda para o = —(3 + 1).
Definicién 3.50 (Ambigiiedad). Sea G = (N, T, P,I) una gramatica. Se dice que G es
ambigua si (las siguientes condiciones son equivalentes):

1. Existe o € L(G) tal que I 5, a y I =3, a, son dos derivaciones diferentes para a. Es

decir existen 81, 82,..., 80 Y V1,72, - - - , Ym tales que:
I'—-a1Nayr = PoN--ABp1—= B ABn—ay
I =y Am—=72A Adme1 = Ym Aym = o

2. Existe mas de una derivacién por el mismo sentido para una palabra o € L(G).

3. Una palabra a € L(G) tiene mas de un arbol de analisis sintactico.
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Ejemplo 3.51. Sea G una gramética definida por las siguientes producciones:

I1—-F
E—-E+E| E-F
| Of1[2[3[4|5[6]7|8]9

La figura 3.4 representa dos arboles de analisis sintactico para la palabra a =1 — 2 + 3.
Luego la gramética G es ambigua.

| — & —

e N

]
. A
I N

+— &

Figura 3.4: Arboles de anlisis sintdctico para a = 1 — 2 + 3.

Ejemplo 3.52. Sea G la gramética para el if-else definida por:

I —- PROP
PROP — if EXP then PROP
PROP — if EXP then PROP else PROP
PROP — OTRA
PROP — p1 | p2
EXP — e | ey
OTRA — PROP

Sea « = if ey then if eo then py else ps. Las figuras 3.5 y 3.6 representan dos arboles de
derivacion para «.

De acuerdo con lo anterior, la gramatica G para el if-else es ambigua. El problema
consiste en el emparejamiento del else. La solucion es formalizar en la gramética la siguiente
regla: emparejar cada else con el if més cercano (estd es la regla usual que implementan
los lenguajes de programacion).
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I
|
PROP
N
EXP then PROP
— /) N\ T
61 if EXP then PROP else PROP
| | |
€2 b1 b2

Figura 3.5: Primer arbol de andlisis sintactico con base en una gramatica ambigua para
« = if eg then if eo then pq else po.

I
|
PROP
if EXP then PROP else PROP
| /N T |
e1 ﬁp then PROP P2

€2 P

Figura 3.6: Segundo arbol de andlisis sintactico con base en una gramética ambigua para
« = if e then if eo then pq else po.

Entonces, la gramatica G para el if-else no ambigua esta definida por:

I — PROP
PROP — IF
PROP — IFE
IFE — if EXP then IFE else IFE
IFE — OTRA
IF — if EXP then PROP
IF — if EXP then IFE elselFE
EXP —e1 | e
OTRA — p1 | p2

La figura 3.7 representa el arbol de parsing para la palabra:
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a = if e] then if eo then py else po.

//\\

EXP then PROP

// NS

EXP then IFE else IFE

62 OTRA OTRA

n P2

Figura 3.7: Arbol de andlisis sintdctico con base en una gramética no ambigua para
« = if e1 then if eo then py else po.

Definicién 3.53 (Recursividad). La recursividad de un gramatica es el sentido en el cual
crece el arbol de andlisis sintactico.

Ejemplo 3.54. Sea L = {af | « = 1y 8 es una secuencia de cero o mas 01 } un lenguaje.
Para L vamos a construir una gramatica recursiva por la derecha y una gramatica recursiva
por la izquierda:

1. Gramadtica recursiva por la derecha:

I—-1B | 1
A—1B | 1
B — 0A

Analizando estas producciones, podemos realizar la siguiente simplificacién:

I—- A
A—1B | 1
B — 04
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Y analizando de nuevo las producciones obtenidas, podemos realizar la siguiente
simplificacion:

I—-A

A—10A | 1
Con lo cual podemos observar que la gramatica crece por la derecha. En este caso

L = (10)*1. Para la palabra o = 10101, el arbol de andlisis sintédctico, el cual refleja
la recursividad por la derecha, esté representado por la figura 3.8.

e

]
N
TN

A

1

A
|
0

Figura 3.8: Recursividad por la derecha para a = 10101.

2. Gramatica recursiva por la izquierda:

I-B1|1
A—Bl |1
B — A0

Analizando estas producciones podemos realizar la siguiente simplificacién:

I-A
A—Bl |1
B — A0
Y analizando de nuevo las producciones obtenidas, podemos realizar la siguiente
simplificacion:
I— A
A— A0l | 1

Asi podemos observar que la gramdtica crece por la izquierda. En este caso, L = 1(01)*.
Para la palabra o = 10101, el arbol de anélisis sintactico, que refleja la recursividad
por la izquierda, estd representado por la figura 3.9.
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N

I
|
A
|
0 1

/
SN

A
|
0

Figura 3.9: Recursividad por la izquierda para o = 10101.

3.3.6. Algunos teoremas sobre gramaticas

Teorema 3.55. Una gramdtica es sensible al contexto (tipo 1), si y sdlo si para las
producciones de la forma o — f3, se tiene que l(a) < I(f).

Demostracion. Siuna gramética G es de tipo 1, las producciones son de la forma: « A5 —
avB (v # ¢€); donde o, 5,7 € (NUT)*, A€ NUI, y ¢ es la palabra vacia, entonces:

l(aAB) = l(e) + 1(A) + 1(B);

como [(A) =1y I(y) > 1, porque v # ¢,

(avB). O

Teorema 3.56. Si G es una gramdtica lineal derecha, entonces existe una gramdtica lineal
derecha G', tal que G' es equivalente a G y G' no contiene producciones de la forma A — bI,
donde I es el simbolo inicial, ni contiene producciones de la forma A — ¢, donde € es la
palabra vacia.

Demostracion.

1. Eliminacién de las producciones A — ¢

Sea G con las siguientes producciones:

I—bB
B — aB
B — ¢
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Entonces G’ queda asf:

I1—- 0B
I—b
B — aB
B—a

2. Eliminacién de las producciones A — bl

Sea G con las siguientes producciones:

I—-bA
A —al
A—a

Entonces G’ queda asi:

I—0bA
B — bA
A —aB
A—a O

Teorema 3.57. Para toda gramdtica lineal derecha (tipo 8) existe una gramdtica lineal
izquierda (tipo 3) equivalente.

Demostracion. El teorema se demuestra con base en la construccion de grafos asociados
con las graméticas. La gramatica lineal derecha no debe contener producciones de la forma
A — bl, ni producciones de la forma A — &; el cumplimiento de estas restricciones se puede
garantizar por el resultado del teorema 3.56.

Inicialmente indicamos la construccién de un digrafo DG para una gramatica lineal
derecha G:

1. Nodos: Simbolos no terminales, mas I y «.

2. Arcos: Existe un arco del nodo v; al nodo wve, etiquetado con ¢, si y sélo si, v1 — cvo
es una produccién de G.

En este caso la produccion de las palabras es de izquierda a derecha. Para el digrafo DG,
cambiamos I por ¢ e invertimos los arcos. Asi obtenemos un nuevo digrafo DG'. El digrafo
DG’ corresponde al digrafo de una gramética lineal izquierda G’ equivalente a la gramatica
lineal derecha G. La lectura del digrafo DG’ se realiza bajo las siguientes convenciones:

1. Nodos: Simbolos no terminales, mas I y e.
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2. Arcos: Existe un arco del nodo v; al nodo v, etiquetado con ¢, si y sélo si, v1 — vac
es una produccién de G'.

En este caso la producciéon de las palabras es de derecha a izquierda. Entonces, a partir del
digrafo DG’ se puede obtener la gramética lineal izquierda G’ equivalente a la gramatica
lineal derecha G. O

Ejemplo 3.58. Sea G una gramaética lineal derecha:

I—-1B |1
A—1B | 1
B — 04,

donde L = (10)*1.
La figura 3.10 representa el digrafo DG para G. Entonces cambiamos I por ¢ e invertimos
los arcos, con lo cual obtenemos un nuevo digrafo DG’, representado por la figura 3.11.

Figura 3.11: Digrafo para la gramética lineal izquierda G'.
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De acuerdo con la figura 3.11, tenemos que la gramadtica lineal izquierda G’ estd formada
por las siguientes producciones:

I—- A1 |1
A — B0
B—1| Al,

donde L = 1(01)*.
Entonces G es un gramaética lineal derecha y G’ es la gramdtica lineal izquierda equivalente
a G, obtenida por el método expuesto en el teorema 3.57.

3.4. Expresiones regulares

Las expresiones regulares introducidas por Stephen Kleene para denotar conjuntos
regulares (lenguajes regulares) y son de uso frecuente en la descripcién de la sintéxis de los
lenguajes de programacion.

Definicién 3.59 (Expresion regular). Presentamos una definicién recursiva para las expre-
siones regulares. Sea ¥ un alfabeto, entonces:

1. € (palabra vacia) es un expresion regular de 3.
2. Sir € X, entonces r es un expresion regular de 3.

3. Siry s son expresiones regulares que denotan los lenguajes L(r) y L(s) respectiva-
mente, entonces:

a) r | s es un expresién regular, que denota la uniéon de L(r) y L(s).
b) (r)(s) es un expresién regular, que denota la concatenacion de L(r) y L(s).

¢) (r)* es un expresion regular, que denota la clausura de Kleene de L(r).

La precedencia de los operadores de mayor a menor es *, (), |. Ademés todos los operadores
son asociativos por la izquierda, por ejemplo (a) | ((b%))(c) =a | b*c.

Ejemplo 3.60. Sea X = {a, b}, entonces:
1. Sir=a | bentonces L(r) = {a,b}.
2. Sir=(a | b)(a | b) entonces L(r) = {aa, ab, ba, bb}.
3. Sir = ax* entonces L(r) = {¢,a,aa,aaaq,...}.
4. Sir = (a|b)* entonces L(r) = {todas las cadenas de a y b incluyendo £}.

5. Sir = ala*b entonces L(r) = {a,b, ab, aab, aaab, ... }.
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Definicién 3.61 (Definicién regular). Una definicién regular tiene el formato:
nombre — expresion regular
Ejemplo 3.62. La definicién regular para un identificador viene dada por:

identificador — letra(letra | digito)*
letra — A|---|Z|a| -]z
digito = 0| --- |9

Ejemplo 3.63. La definicion regular para un niimero real sin signo viene dada por:

digito - 0] ---]9
digitos — digito digito*
decimal — .digitos | €
exponente — (E(+ | — |¢) digitos) | ¢

numero — digitos decimal exponente

Abreviacién en la notacion:
1. Uno o mas casos: +.

2. Cero o més casos: *.
3. Cero o un caso: 7.

4. Clase de caracteres: [abc]=(a | b | cyla—2z]=(a |... | 2).

Ejemplo 3.64. La definicién regular para un niimero real sin signo, usando abreviaciones
en la notacioén, viene dada por:

digito — [0 — 9]
digitos — digito+
decimal — .digitos?
exponente — (E(+ | —)? digitos)?

numero — digitos decimal exponente

3.5. Ejercicios
Ejercicio 3.1. Sea ¥ = {a,b,c,d, e}:

1. ;Cuél es el cardinal de X2 y de %37
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2. ;Cuéntas palabras de ¥* tienen una longitud de al menos cinco?

Ejercicio 3.2. Para ¥ = {w, z,y, z}, determine el nimero de palabras de ¥* de longitud
cinco tal que:

1. Que comiencen por w.
2. Con precisamente dos w.
3. Sin w.
4. Con un numero par de w.
Ejercicio 3.3. Si a € X* y [(a?) = 36 (longitud), jcudnto es [(a)?

Ejercicio 3.4. Sea ¥ = {3, z,y, 2z}, donde  denota un espacio en blanco, de modo que
xf # x, BB # By xPy # xy, pero xey = xy. Calcule lo siguiente:

1. I(e).
2.

l(ce)

(

(

(8)

(BB).
5. 1(8%).

(

(

(

@

l
4.1

6. 1(xB8y).
Be).
8. 1(£19).

7.1

Ejercicio 3.5. Para el alfabeto ¥ = {0,1}, sean A, B,C € ¥* los siguientes lenguajes:

A = {0,1,00, 11,000,111, 0000, 1111},
B={aex*|2<(a)},
C={aex|2>1a)}.

Determine los siguientes lenguajes de >*:
1. AUB.
2. A-B.

3. AAB.
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4. AnB.
5. BNnC.
6. BUC.
7. (ANC)*.
8. A*NnC*.
9. A*N B*.

Ejercicio 3.6. Sean A = {10,11}, B = {00,1} lenguajes para el alfabeto ¥ = {0,1}.
Determine los siguientes lenguajes:

1. AB.
2. BA.
3. A%
4. B2

Ejercicio 3.7. Demostrar el teorema 3.17.

Ejercicio 3.8. Considere las siguientes gramaticas:

1. Gramatica Gq:

I—>e¢
I—-5
S — 58S
S —c

2. Gramaética Go:

I—e¢
I-S
S — cSd
S — cd
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3. Gramaética Ggz:

I—>e¢
I—-S
S — Sd
S —cS
S —c
S —d

4. Gramaética Gy:

I—cS
S —d
S —cS
S —1Td
T—Td
T —d

5. Gramética Gs:

I—-¢
I— S
S — ScS
S —c

a. Describir L(G;) para i = 1,2,3,4,5.

b. Indicar cualquier inclusién L(G;).

c. Para cada lenguaje L(G;), dar una derivacién de una palabra de longitud 4.

Ejercicio 3.9. Construya una gramética que genere cada uno de los siguientes lenguajes:
1. {0"™1" |m>n>0}.
2. {0™1™| m impar y n par o n impar y m par }.
3. {0M170" [n =k +m }.

4. {wew |w € {0,1}* }.
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Ejercicio 3.10. ;Es posible construir el arbol de anélisis sintactico para la gramatica G
que genera el lenguaje L(G) = {a"b"c™ | n > 1} presentada en el ejemplo 3.40? Por qué?

Ejercicio 3.11. Demuestre que las siguientes graméticas son ambiguas:

1. Gramaética Gi:

I—- A
A — A0A
A—=1

2. Gramética Go:

I—- A
A — B0
A — A0
B — B0
A—1
B—1

3. Gramética Gg:

I—S

S —bA|aB
A—alaS|bAA
B—b|bS|aBB

Ejercicio 3.12. Para la gramatica Gg del ejercicio 3.11, construir una gramatica no ambigua.

Ejercicio 3.13. Obtener una derivacién por la izquierda para la palabra a = abaca, que
sea distinta a la derivacion por la derecha siguiente:

I—-5—5¢S— Sca— SbSca — Sbaca — abaca;

para la gramética

I—- S
S — SbS|ScS|a

Ejercicio 3.14. ;Es posible obtener una graméatica regular que sea ambigua? Si se puede,
dar un ejemplo. Si no, justifique su respuesta.
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Ejercicio 3.15. Una produccién regular por la izquierda es una produccién de la forma A —
Bw donde A y B son no terminales y w es terminal. Una produccién regular por la derecha
es una produccién de la forma A — wB. Por tanto, las gramaéticas regulares por la izquierda
y las gramaticas regulares por la derecha contienen solamente producciones regulares por
la izquierda y producciones regulares por la derecha, respectivamente. Demuestre que una
gramética regular no puede contener ambos tipos de producciones.

Ejercicio 3.16. Determine el tipo de las siguientes gramaticas. Presente todas las caracte-
rizaciones que sean posibles.

1. Gramatica Gq:

I1—- B
B — bB
B—b
B — dA
A — aB
A — bA
A—a

2. Gramatica Go:

I1—- AB
AB — BA
A — aA
B — Bb
A—a
B—b

3. Gramética Gg:

I A
I — AAB
Aa — ABa
B — BA
A —aa
Bb— ABb
AB — ABB
B—b
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4. Gramaética Gy:

5. Gramaética Gs:

Ejercicio 3.17. Construya la gramatica que genere las palabras no nulas que tengan la

propiedad dada:

I1— BAB
1 —- ABA
A— AB
B — BA
A—dA
A — ab

B—b

I1-C
C — AAC
AA — B
B — bB
A—a

1. Palabras definidas sobre {a,b} que empiecen por a.

2. Palabras definidas sobre {a, b} que terminen en ba.

3. Palabras definidas sobre {a, b} que contengan ba.

4. Ntmeros con punto flotante (como 0,294, 89,0, 67,284).

5. Ntmeros exponenciales (que incluyen a los niimeros con punto flotante y a otros tales

como 6,9E3,8F12,9,6F — 4,9F — 10).

Ejercicio 3.18. Una palabra a es un palindromo si es su propio reverso, esto es a = a™ .
Un lenguaje L es palindromo si cada una de sus palabras es un palindromo. Sean las

gramaticas:

Lenguajes y gramaticas
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1. Gramatica Gq:

I— S
S — aSa
S — aSb
S — bSb
S — bSa
S — aa
S — bb

2. Gramética Go:

I—- S
S —aS
S — Sa
S —bS
S — Sb
S—a
S—b

a. Describir informalmente L(G;) y L(G2).

b. ;Es alguno de ellos un lenguaje palindromo?

Ejercicio 3.19. Obtener una gramatica regular para los siguientes lenguajes:

1. a*b | a.
2. a*b | b*a.
3. (a*b|b*a)*.
Ejercicio 3.20. La gramaética dada por

I—-S

S —bA|aB|e
A — abaS

B — babS

genera un lenguaje regular. Obtener una expresion regular para este lenguaje.
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Ejercicio 3.21. Sean r, s y t expresiones regulares sobre el mismo alfabeto ¥. Demuestre:
l.r|s=s|r.
2.r|0=r=0]r.
orlr=r.
4. ) =0r =r.

5. (rs)t = r(st).

3.6. Notas bibliograficas

La definicién y operaciones sobre las palabras y/o lenguajes son presentadas por [Aho,
Sethi y Ullman 1990; Crespo 1983; P. Gémez y C. Gémez 1992; Grimaldi 1997; Kelley 1995].
Las definiciones de semigrupo y monoide fueron tomadas de [Lépez Lépez y Gémez Marin
1993]. La relacién entre monoide y lenguaje es presentada por [Kolman y Busby 1984]. Los
sistemas formales son presentados por [P. Gémez y C. Gémez 1992; Ladriere 1969]. El
ejemplo 3.34 de un sistema combinatorio fue tomado de [P. Gémez y C. Gémez 1992|. Varios
textos presentan los elementos relacionados con las graméticas (definicién, derivaciones
por la izquierda y por derecha, recursividad, ambigiiedad); algunos de ellos son Aho, Sethi
y Ullman [1990], Crespo [1983], Johnsonbaugh [1988] y Kelley [1995]. La clasificacion de las
gramadticas es presentada por [Crespo 1983]. La notacién BNF es presentada por [Aho, Sethi
y Ullman 1990; Johnsonbaugh 1988]. Las expresiones regulares son presentadas por [Aho,
Sethi y Ullman 1990; Crespo 1983; Kelley 1995].



Capitulo 4

Automatas de estado finito

Siguiendo el contexto de la teoria general de sistemas representamos un sistema S por
la figura 4.1.

entrada [ salida
sistema | ——

Figura 4.1: Representacion de un sistema (1).

1. Elementos del sistema

El. z(t): Vector de entradas al sistema (en un tiempo discreto), es decir,

n(t)

E3. Definimos ¥ como el espacio de entradas al sistema, es decir,

Y={xi(t);i=1,...,n}.
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E4. Definimos I" como el espacio de configuraciones internas (reacciones endégenas
frente a x(t)).

E5. Definimos A como el espacio de reacciones exdgenas del sistema, es decir,
A={s(t);i=1,...,m}.
2. Comportamiento del sistema

C1. La funcién endégena § representa el comportamiento interno del sistema y estd
definida por:
0:T'x X —T.

C2. La funcién exdégena A representa la salida del sistema y estd definida por:

A x ¥ — A

Entonces nuestro sistema S queda representado por la figura 4.2.

by A
T

Figura 4.2: Representacion de un sistema (2).

4.1. MaAaquinas de estado finito

Definicién 4.1 (Méquina de estado finito). Una maquina de estado finito estd definida
por la estructura matematica

MFE = (3, AT, 0, \, ko),
donde:

(i) X es un alfabeto de entrada (finito y diferente de vacio).
(ii

(iii) I" es un conjunto de estados (finito y diferente de vacio).

A es un alfabeto de salida (finito y diferente de vacio).

)
)
(iv) ¢ es una funcién de estado siguiente, definida por: § : I' x ¥ — T".
(v) A es una funcién de salida, definida por: A : T' x ¥ — A.
(vi) ko es el estado inicial (ko € T).

Para concretizar las diferentes representaciones de una méquina de estado finito, uti-

lizaremos un ejemplo clasico de una maquina de estado finito, el cual corresponde a un
sumador binario.
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Ejemplo 4.2. Construyamos una maquina de estado finito que modele el comportamiento
de un sumador binario con dos entradas, esquematizado por la figura 4.3. Sea MFE =
(X,A,T,0, A, ko), donde: ¥ = {(00), (01)(10), (11)}, A ={0,1}, " = {N, A} (N: No acarreo;
A: Acarreo) y ko = N.

Las funciones § y A dependen de la representaciéon que se escoja para la maquina de
estado finito. Estas representaciones seran descritas a continuacion.

€2 — »

Sumador binariol — S

€1 —»

Figura 4.3: Sumador binario.

Definicién 4.3 (Diagrama de transiciéon). Una maquina de estado finito se puede representar
por medio de una digrafo, llamado digrafo de transicién, siguiendo las siguientes convenciones:

1. Nodos: k; € T'.

2. Arcos: Existe una arco del nodo ¢; al nodo ¢j, etiquetado con e/s, si y sélo si,
5(Qi76) =4q;y )\(QZae) = S.

3. Se coloca un arco no etiquetado para indicar el estado inicial k.

Ejemplo 4.4. La figura 4.4 representa el diagrama de transicién para el sumador binario.
01/1 01/0
— 11/1

00/1
00/0 10/0

Figura 4.4: Diagrama de transicién para un sumador binario (1).

Observacién 4.5. Si existen varios arcos del nodo ¢; al nodo g;, para simplificar el diagrama,
éstos se pueden representar mediante uno sélo arco con varias etiquetas (tal como lo indica
la figura 4.5).

Definicién 4.6 (Tabla de transicién). Una maquina de estado finito se puede representar
por medio de una tabla T de transicién, siguiendo las siguientes convenciones:

1. Filas: Estados.
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00/0 l 11/0 01/0
O ———ctt
10/1 0071 11/1

Figura 4.5: Diagrama de transicién para un sumador binario (2).

2. Columnas: Simbolos del alfabeto de entrada .
3. T, j=(q,s), sty solosi, (6(qi,ej) =¢ AN Xagi,ej) =5).
4. Se denota el estado inicial k,, subrayando éste en la fila correspondiente a los estados.

Ejemplo 4.7. La tabla 4.1 representa la tabla de transiciéon para el sumador binario.

r/s| 00 01 10 11
N [N,0 N1 N,1 A0
A | N1 A0 A0 Al

Tabla 4.1: Tabla de transiciéon para un sumador binario.

Definicién 4.8 (Representacion explicita). Finalmente, una maquina de estado finito se pue-
de representar listando explicitamente todos sus componentes. Esta forma de representacién
recibe el nombre de representacién explicita.

Ejemplo 4.9. Para el sumador binario tenemos la siguiente representacion explicita:
¥ = {(00), (01)(10), (11)}, A ={0,1}, I' = {N, A} (N: No acarreo; A: Acarreo), kg = N y

§(N,00) = N, §(N,01) = N, §(N,10) = N, §(N,11) = A,
§(A,00) = N, 5(A,01) = A, §5(A,10) = A, 5(A,11) = A,
A(N, 00) = 0, A(N,01) =1, A(N,10) =1, A(N,11) =0,
A(A,00) =1, A(A,01) =0, A(A,10) = 0, AA,11) =1

Definicién 4.10 (Maquina de Mealy). Una maquina de Mealy esta definida por la estructura
matematica

MME = (£, A, T, 8, \),
donde:
(i) X es un alfabeto de entrada (finito y diferente de vacio).

(ii) A es un alfabeto de salida (finito y diferente de vacio).

(iii) T es un conjunto de estados (finito y diferente de vacio).
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(iv) d es un funcién de estado siguiente, definida por: 6 : ' x ¥ — T,

(v) A es una funcién de salida, definida por: A : T' x ¥ — A.

De acuerdo con la definicién anterior, una maquina de Mealy es una maquina de estado
finito. En ésta no hemos incluido el estado inicial kg, para simplificar el desarrollo formal.

JAnalizamos qué ocurre si desearamos adicionar la palabra vacia (representada por €) a
nuestro alfabeto de entrada? La idea es utilizar la palabra vacia como el elemento neutro
de un monoide, lo cual sera desarrollado en la préxima seccién.

Veamos primero qué ocurre con la funcién de estado siguiente §. Es claro que es necesario
ampliar el dominio de la funcién a: § : I' x ¥ U {e} — I'. Ademads, necesitamos utilizar la
convencién de que 0(k,e) = k, para todo k € T.

Veamos ahora qué sucede con la funciéon de salida \. Es claro que es necesario ampliar
el dominio de la funcién a: A : I' x XU {e} — A.

JPero qué sucede con \(k,e)? Puede ocurrir que por lo menos para algin k € T" suceda
que A(k,e) = e1 AN A(k,e) = ea A -+ AN Ak,e) = ey. Esto es factible debido a que pueden
existir diferentes (finitas) salidas asociadas con la llegada al estado k. Lo anterior nos
imposibilita definir la funcién A para el nuevo alfabeto de entrada ¥ U {e}.

Sélo es posible definir la funcién A(k,e) si la médquina de Mealy satisface el siguiente
enunciado:

Vi KK e (K K € TYA (e € S) A (k= 6(K, ¢') = 6(K", ")) =
()‘(klv 6,) = )‘(k”? 6,/)))’

es decir, la salida sélo depende del estado que se alcanza. La satisfaccién de este enunciado
genera un clase de méaquina abstracta llamada maquina de Moore.

Definicién 4.11 (Maquina de Moore). Una maquina de Moore estd definida por la
estructura matemaética

MMO = (S, A, T, 5, \),

(i) ¥ es un alfabeto de entrada (finito y diferente de vacio).

(ii) A es un alfabeto de salida (finito y diferente de vacio).

)

)
(iii) I" es un conjunto de estados (finito y diferente de vacio).
(iv) ¢ es una funcién de estado siguiente, definida por: § : I' x ¥ — T".
)

(v) A es una funcién de salida, definida por: A : I' x ¥ — A.

Ademaés, una maquina de Moore debe satisfacer el siguiente enunciado:

Vi KK € (kK K €T)A (e €S)A(k=05(K.¢)=68K" ")) =
K €)= MK, e")).
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Es importante, entonces, que tengamos en cuenta que en una maquina de Mealy las
salidas estan asociadas con las transiciones; en cambio, en una méaquina de Moore las salidas
estan asociadas con los estados, esto es, todas las transiciones que estan asociadas con un
mismo estado tienen la misma salida. Las maquinas de Moore, desde la perspectiva de las
magquinas de estado, seran los autématas de estado finito.

El teorema que presentamos a continuacion establece la equivalencia entre las maquinas
de Mealy y las maquinas de Moore.

Teorema 4.12.
1. Toda mdquina de Moore es equivalente a una mdquina de Mealy.
2. Toda mdquina de Mealy es equivalente a una mdquina de Moore.
Demostracion.

1. Toda maquina de Moore es equivalente a una maquina de Mealy.

De acuerdo con su definicién, una maquina de Moore es una maquina de Mealy que
satisface el enunciado especificado en su definicién. Es decir, una maquina de Moore
es un caso particular de una maquina de Mealy.

2. Toda méaquina de Mealy es equivalente a una maquina de Moore.

Sea MME = (X, A, T, 4, \) una maquina de Mealy. A partir de MME construimos una
méquina de Moore MMO = (X', A’ T, ¢’, '), definida por:

a) ¥ =13.
b) A= A,

¢) T' se obtiene dividiendo cada k € T' en tantos estados k° como salidas s se puedan
asociar con k es decir:

K el <= 3k'Feds ((keT)A(e€X)A(s€A)A
B(K,e) = k) A (\K,e) = s)).

d) &' (k*,e) = &(k,e)rke),
e) N (k% e) = A(k,e). O

Ejemplo 4.13. Construir una maquina de Moore equivalente a la maquina de Mealy
correspondiente al sumador binario.
La maquina de Mealy, para el sumador binario, esté representada por la figura 4.6.
De acuerdo con el teorema 4.12, vamos a construir una maquina de Moore, MMO =
(X AT, N, donde: X = {(00), (01), (10), (11)}, A" = {0,1}, I': El estado N debe ser
divido en dos estados N? y N': y el estado A también debe ser dividido en dos estados A°
y Al con lo que I = {N? N1 A0 Al}.
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00/0 11/0 01/0
O —ctt
10/1 0071 11/1

Figura 4.6: Maquina de Mealy para un sumador binario.

La funcién ¢’ estd definida por:

§'(N°,00) = & (N',00) = §(N, 00)NN-00) = NO
§'(N°,01) = & (N*',01) = 6(N,01)MNVO0D = N1,
§'(N°,10) = &'(N*,10) = 6(N,10)X V10 = N1,
§'(N°,11) = &' (N1, 11) = 6(N, 11)MNVAD = 40
§'(A°,00) = 0'(A',00) = 6(A, 00)MA00) = N1,
§'(A%,01) = §'(A,01) = 6(A4, 01)NAOD = 4O
5'(A%,10) = 6'(A',10) = §(A4, 10)MNA10) = 4O,
§'(A%,11) = 6'(A',11) = §(A4, 1)NAID = 41,
y la funcién X esté definida por:
X(N°,00) = X'(N',00) = A(N,00) =0,
N(N°01) = X(N',01) = A(N,01) = 1,
N(N°,10) = X (N1,10) = A(N, 10) = 1,
N(N° 11) = X (N1, 11) = A(N, 11) = 0,
N(A® 00) = N(A',00) = A\(A4,00) =1,
N (A% 01) = N(A,01) = \(4,01) =0,
N(A® 10) = N(A',10) = A(4,10) = 0,
N(A% 11) = N(AY, 11) = A(A4,11) =

La figura 4.7 representa la maquina de Moore para el sumador binario. Alli, cada estado
(nodo) se marca con su nombre y con la salida asociada con él, por medio de una etiqueta
de la forma NombreEstadoSalidaAsociada

4.2. Automatas de estado finito

En esta seccién y en las préximas nos interesaremos en las relaciones existentes entre
autématas, gramaticas y lenguajes. Desde este punto de vista, sefialemos de una vez que los
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01,10

00

A1 11

11

Figura 4.7: Méquina de Moore para un sumador binario.

autématas desempenan los siguientes papeles: como aceptadores-reconocedores (figura 4.8)
o como generadores-traductores (figura 4.9).

secuencia de entrada secuencia de salida
- autémata -

Figura 4.8: Autémata como generador.

v

0 (no aceptada)
secuencia de entrada
- autémata

« 1 (si aceptada)

Figura 4.9: Autémata como reconocedor.

En este contexto nos interesa esencialmente el problema del reconocimiento. Este
problema esta divido en los siguientes problemas:

P-I Problema de sintesis: dado un lenguaje L(X); ;qué autémata lo reconoce?

P-II Problema de anélisis: dado un autémata A; ;qué lenguaje lo reconoce?

Nuestra presentacion estara entonces dirigida a ofrecer algunos elementos para la solucién
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al problema del reconocimiento (tanto el problema de sintesis, como el problema de anlisis)
para el caso de los autématas de estado finito y los lenguajes regulares (tipo 3).

Recordemos que en una maquina de Moore los estados estdn univocamente asociados con
las salida. Si operamos sobre una maquina de Moore con tnicamente dos salidas, podemos
pensar solo en dos tipos de estados: de aceptacién y de no aceptacién. La nocién de un
automata de estado finito nos permite concretizar esta posibilidad.

Definiciéon 4.14 (Autémata de estado finito). Un autémata de estado finito estd definido
por la estructura matematica
AF = (3, T, A, 0, ko),

donde:

(i) X es un alfabeto de entrada (finito y diferente de vacio).

(ii) T es un conjunto de estados (finito y diferente de vacio).

)

)
(iii) A es el conjunto de estados de aceptaciéon (A C I').
(iv) d es un funcién de estado siguiente, definida por: 6 : I' x ¥ — I
)

(V) ko es el estado inicial (kg € T").

De manera similar a las maquinas de estado finito, los autématas de estado finito tienen
tres formas de representacion.

Definicién 4.15 (Diagrama de transicién). Un autémata de estado finito se puede repre-
sentar por medio de una digrafo, llamado digrafo de transicién, de acuerdo con las siguientes
convenciones:

1. Nodos simples: k; € I' — A, o estados de no aceptacién.
2. Nodos dobles: k; € A, o estados de aceptacién.

3. Arcos: Existe una arco del nodo k; al nodo kj, etiquetado con e, si y sélo si,
5(1{2“ 6) = kj.

4. Se coloca un arco no etiquetado para indicar el estado inicial kg.

Ejemplo 4.16. El diagrama de transiciéon de la figura 4.10 representa un autémata de
estado finito.

Definicién 4.17 (Tabla de transicién). Un autéomata de estado finito se puede representar
por medio de una tabla T de transicién, de acuerdo con las siguientes convenciones:

1. Filas: Estados.

2. Para los estados de aceptacién se antepone un asterico en la fila correspondiente.



140 Autématas de estado finito

Tabla 4.2: Tabla de transicién para un autémata de estado finito.

3. Columnas: simbolos del alfabeto de entrada 3.
4. Tz’,j = k‘/ sii 5(l{fi,€j) = /ﬁl.
5. Se denota el estado inicial kg, subrayando éste en la fila correspondiente a los estados.

Ejemplo 4.18. El autémata de estado finito representado por la figura 4.10 tiene su tabla
de transicién representada por la tabla 4.2.

Definicién 4.19 (Representacion explicita). Similarmene a las maquinas de estado finito,
un autémata de estado finito se puede representar listando explicitamente todos sus
componentes. Esta forma de representaciéon recibe el nombre de representacion explicita del
autéomata.

Ejemplo 4.20. El autémata de estado finito representado por la figura 4.10, puede
representarse explicitamente como sigue, AF = (X, T, A, 4, ko) donde: ¥ = {a,b}, T =
{ko, k1,ka}, A = {ki,ka}, ko: Estado inicial y

0(ko,a) = ki, d(ko, b) = ko,
(5(k1,a):k2, 5(k1,b):k0,
(5(]?2,&) = k‘g, (5(]{72,5) = ko.

4.3. Reconocedor finito

Un reconocedor finito de un lenguaje L, es un autémata de estado finito que sélo acepta
las palabras de dicho lenguaje. Esto es, inicializando el autémata en un cierto estado e
introduciendo una palabra de entrada perteneciente a L, finaliza en un estado de aceptacion;
y al introducir una palabra no perteneciente a L finaliza en un estado de no aceptacion.
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Definicién 4.21 (Reconocedor finito). Un reconocedor finito es un autémata de estado
finito RF = (3, T, A, §, ko).

Para pensar en el reconocimiento de palabras por parte del reconocedor finito, es
necesario expandir la funciéon § para permitir el procesamiento de las palabras.

Definicién 4.22 (Expansion de la funcién §). Sea RF = (X, T', A, 4§, ko) un reconocedor
finito. Definimos una nueva funcién ¢* denominada la expansion de la funciéon d, como sigue:
Sea a = ajas...a, € X*, entonces, la funcién 6* : I' x ¥* — I estd definida por:

(ko) =6(...(0(0(k,a1),a2),...),an).

Definicién 4.23 (Palabra aceptada por un reconocedor finito). Sea RF = (X,T", A, 4, ko)
un reconocedor finito y sea a = ajasg...a, € X*. Decimos que RF reconoce la palabra «, si
y s6lo si, existe una secuencia de estados kg, k1, ..., k, tales que:

1. kg es el estado inicial.

2. 0(ki—1,a;) = k;, para 0 < i < n.

3. k, € A.

Es decir, RF reconoce la palabra « siy sélo si 6*(ko, ) € A.

Definicién 4.24 (Lenguaje aceptado por un reconocedor finito). Sea RF un reconocedor
finito RF = (X, T, A, §, ko). El lenguaje aceptado por RF, denotado por, L(RF) estd definido
por: L(RF) ={a € ¥* | 6"(ko,a) € A }.

Ejemplo 4.25. El reconocedor finito RF representado por la figura 4.11 reconoce el lenguaje
L(RF) = {ab, aab, abb, aaa, . .., b,abbb,...b,...} = {a"b™;n,m > 1}.

=)
b

Figura 4.11: Reconocedor finito para L = {a"b™;n,m > 1}.

Ejemplo 4.26. El reconocedor finito representado por la figura 4.12 reconoce el lenguaje
L(RF)={1(01)";n>0}.
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Para a = 1011, tenemos que:

6" (ko, @) = 6(6(6(0(ko, 1),0),1),1)
(0(0(k1,0),1),1)
( (kg, )7 )
(
3

entonces « ¢ L(RF).
Para g = 101, tenemos que:

6" (ko, o) = 6(6(6(ko,1),0),1)
= 6(6(k1,0),1)
= 0(k2, 1))
=k € A,

entonces 5 € L(RF).

Figura 4.12: Reconocedor finito para L = {1(01)";n >0 }.

Hagamos una pausa en nuestro trabajo y formulemos la siguiente pregunta. Dado
un lenguaje cualquiera, digamos L C ¥*, jsiempre es posible encontrar o construir un
reconocedor finito para L7; jqué significa que tal pregunta hallase una respuesta afirmativa?

Dejamos al lector la segunda pregunta. La respuesta a la primera pregunta (en conso-
nancia con la segunda) no puede ser otra que negativa. Para lograr una satisfaccién que
corrobore nuestra negacion, sabemos que es suficiente hallar un contraejemplo. Esto es,
hallar un lenguaje L para el cual se pueda probar la inexistencia de un reconocedor finito

RF, tal que RF sea un reconocedor para L.
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Ejemplo 4.27. Sea ¥ = {0,1} un alfabeto y sea L(X) = { 1 |n>1 } un lenguaje. Para
probar que tal lenguaje no puede ser reconocido por un reconocedor finito, razonemos por
reduccién al absurdo.

10.

11.

12.

Supongamos que existe un reconocedor finito RF para L, esto es, L(RF) = Ly T = D
(p es el cardinal del conjunto de estados).

. Sea k € N. Podemos garantizar que 0*(qo, 1’“2) e A.

. Sean, ap =19 a3 = 11, ... o, = 17; p + 1 palabras de ©*, donde f:p

La sucesién de estados 6*(qo, ), 0*(qo, 1), - .., 3%(qo, @p) debe necesariamente tener
alguna repeticion (por 4).

. Para algtn i, j; tales que 0 < i,j < py i # j se tiene que d*(qo, 1?) = 6*(qo, 17).

Supongamos que j > i, entonces 0 < j — 1 < p.

6*(qo, 1k2) € A = §"(qo, 1k2+(j_i)) € A. Ya que:

. Sabemos que, para p existe k tal que (k + 1)? — k2 > p.
. Luego, (k+1)2—k? > j —i (por 6 y 7).

. Luego, k? < k? +j —i < (k + 1)2. Entonces k? + j — i no es cuadrado perfecto.

1400 ¢ L(S) y 6*(go, 1F°T0D) € A
Luego, L(RF) # L(X). Contradiccién con (1).

Luego, no existe un reconocedor finito para L(X).
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4.4. Algunas clases de autématas

4.4.1. Autématas de estado finito deterministas

Presentamos en esta seccién dos distinciones entre los autématas de estado finito.

Definicién 4.28 (Autémata de estado finito determinista). Sea AF = (X, T, A, 4, ko) un
automata de estado finito. El autémata AF es un autémata de estado finito determinista
(AFD) si la funcién de estado siguiente (0 : I' x ¥ — I') determina un y s6lo un estado
siguiente.

Ejemplo 4.29. Observemos la figura 4.13. En este caso d(ko,a) = ko y d(ko,a) = ki, es
decir, el comportamiento del estado kg para la entrada a, es no determinista. Ademas,
de acuerdo con nuestra definicién formal de un autémata de estado finito, § debe ser
una funcién y por ende no puede tener este comportamiento. Adicionalmente tenemos
que 0(k1,a) y 0(ke,b) no estan definidas.

e ()

Figura 4.13: Autémata de estado finito no determinista.

Para formalizar el tipo de situaciones presentadas por el ejemplo anterior, es necesario
modificar la definicién de la funcién J, de manera que se obtenga una maquina abstracta,
la cual llamaremos autémata de estado finito no determinista

4.4.2. Autématas de estado finito no deterministas

Definicién 4.30 (Autémata de estado finito no determinista). Un autémata de estado
finito no determinista (AFND) estd definido por la estructura matematica

AFND = (3, T', A, 6, ko),
donde:

(i) X es un alfabeto de entrada (finito y diferente de vacio).
(ii) I es un conjunto de estados (finito y diferente de vacio).

(iii) A es el conjunto de estados de aceptacién (A C T').
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(iv) ko es el estado inicial (kg € I').

Es decir; X,I', A y ko tienen el mismo significado que en un AFD. Esto es, la diferencia
entre un AFD y un AFND estd determinida por la funcién J.
9: Funcién de estado siguiente, definida por: § : I' x ¥ — P(I") (donde P(I') denota las
partes de I).

Ejemplo 4.31. De acuerdo con la definicién anterior, la figura 4.13 corresponde a un
autéma finito no determinista. Tal automata estd dado por AFND = (X, T, A, §, ko), donde:
Y ={a,b}, T' = {ko, k1, ko}, A = {k1, ko}, ko: estado inicial y

d(ko, ) = {k2},
o(k1,a) = {k1},
5(k1,b) = 0,
(5(]?2,@) = {kl, kQ},
5(ka, b) = 0.

El siguiente teorema establece la equivalencia entre los autématas finitos deterministas
y no deterministas.

Teorema 4.32. Para todo AFND existe un AFD equivalente.

Demostracion. Sea AFND = (X, T, A, 6, kp) un autémata de estado finito no determinis-

ta. A partir de AFND es posible construir un autémata de estado finito determinista
AFD = (X, T, A’ 8, k), definido por:

1. Y =7
2. ki) = {ko}.

3. I"=P(). Esto significa que hay tantos estados como subconjuntos tenga el conjunto
T, es decir, I = 2", donde n = I. Observe que I'" continua siendo un conjunto finito.

4. ¢ es una funcién definida por:

§:T"x X =T, es decir, ' : P(T') x ¥ — P(T'), donde:

0, si X = 0;

FXe) = {ukex{w, O}, s X #0.

5. A’={X € P(T') | X contenga un estado de aceptacién perteneciente a A }. O
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a a
=0
— a

a

Figura 4.14: Ejemplo AFND.

Ejemplo 4.33. Construir para el AFND representado por la figura 4.14 un AFD equivalente.

De la figura 4.14 obtenemos los siguientes elementos del AFND: ¥ = {a,b};
' = {ko, k1, ka}; A = {ko}; el estado inicial es kg y finalmente la funcién § se “lee” de la
figura. De acuerdo con el teorema 4.32 construimos un AFD = (X', T, A’, §’, k() como sigue:

¥ = X, k(l) = ko, "= P(F) = {@, {kO}a {kl}a {kQ}a {k‘o, kl}v {kOa k2}7 {klv kQ}v {k07 k1, kQ}}
La funcién ¢ estd definida por:

5/({k0, k1, kg}, a) = 0(ko,a) Ud(ky,a) Ud(ke,a)
= {k1} U{ko} U {ko, k1, K2}
= {ko, k1, k2},

por lo tanto:

5 ({ko, kv, ko, b) = ko, b) U 8(k1,b) U d(ka, b) = O U {ka} U {ko} = {ko, ko,
5 ({ko, b1}, @) = 6(ko, a) U 8(k1, a) = {kr} U {ko} = {ko, k11,
5 (Lo, kb, B) = 6(ko, b) U d(k, b) = O U {ka} = {ka},
5 ({ko, ka}, @) = 8(ko, a) U S(ka, a) = {k1} U {ko, k1, ka} = ko, ki, ko,
5 ({ko, ko, b) = 6(ko,b) U d(ka, b) = O U {ko} = {kol,
8 ({k1,ka},a) = 6(k1,a) Ud(ke,a) = {ko} U {ko, k1, ka} = {ko, k1, k2},
8 ({k1,ka},b) = 6(k1,b) Ud(ka,b) = {ko} U{ko} = {ko, ka},
' ({ko},a) = d(ko,a) = {k1},
' ({ko},b) = d(ko,b) =0,
&' ({k1},a) = d(k1,a) = {ko},
&' ({k1},0) = 0(k1,b) = {k2},
' ({k2},a) = 6(ko,a) = {ko, k1, ka},
&' ({k2},0) = 6(k2,b) = {ko},
&'(0,a) =0,
&'(0,b) = 0.
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Ademads, como el conjunto de estados de aceptaciéon es A = {ko}, entonces:
A" = {{ko}, {ko, k1}, {ko, k2}, {ko, k1, k2}}.

La figura 4.15 representa el AFD que hemos construido. Observe el lector que los
estados {ko, k1} v {k1,k2} nunca se alcanzan, por lo cual se pueden eliminar del diagrama,
obteniendo asi la figura 4.16. Ademds, observe el lector que el estado () es un estado
absorbente, es decir, una vez se llega a él no es posible salir de ahi.

T

a,b @ {ko,kﬁl} a

Figura 4.15: Construccién de un AFD a partir de un AFND (1).

4.5. Algebra y autématas

4.5.1. Monoides asociados con un autémata

Sea AF = (3, T, A, 0, ko) un autémata de estado finito. Podemos probar que el autémata
AF tiene asociados dos monoides. Veamoslo.

1. Monoide generado por X: (¥*, - ¢) donde:
>*: Lenguaje universal para el alfabeto X.
- Concatenacién de palabras.
e: Palabra vacia.

Demostracion. Es necesario demostrar que (3%, -, ¢) satisface las propiedades de un
monoide, es decir, es necesario demostrar que: la operacion - es cerrada en X*, es
asociativa y por dltimo probar la existencia de un elemento neutro.
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b
a,b

Figura 4.16: Construccién de un AFD a partir de un AFND (2).

a) La concatenacion de palabras es una operacién cerrada
Sean o, § € ¥* entonces a - € X*.

b) Asociatividad
vavpvy € Z*((a- (6-7)) = ((a- B) - 7) = ap).
c¢) Existencia elemento neutro

VaeX(a-e=¢-a=a). O

2. Monoide de transformaciones de I': (I'', o, f.) donde:

I'": Conjunto de funciones de I' en I', definidas para cada uno de los simbolos
pertenecientes a ¥, es decir, " = { f,: T = T'|a € X }.

o: Composicién de funciones.

fe: Funcién de la palabra vacia. Vk € T'(f-(k) = k).

Demostracion. Es necesario demostrar que (I'', o, f.) satisfece las propiedades de un
monoide, es decir, es necesario demostrar que la operacion o, es cerrada en I'', es
asociativa y que existe un elemento neutro.

a) La composicién de funciones es una operacién cerrada
Sean f,, f, € I'" entonces f, o f, € I'T.
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b) Asociatividad
Vk € T',Va,b,c € S((fao (fyo fe)(K)) = ((fa© fo) 0 fe)(K)).
c¢) Existencia de elemento neutro
vaez(faofazfaofa:fa)- ]

Una vez definidos los monoides para el autémata AF, es necesario extender las funciones
fa, de manera que operen sobre cadenas de palabras y no tinicamente sobre simbolos del
alfabeto . La funcién f, estd definida por: f, : I' = I' | @ € ¥. Ahora necesitamos una
funcién f, definida por: fo : I' = T'| @ € ¥*. Sea a = aqaz. .. ay, donde a; € X, entonces:

foz(k) = (fan o fan_1 Q:--0 fal)(k) = fan(fan—l(' B (fal(k)) cot ))
Ejemplo 4.34. Para el automata representado por la figura 4.17 tenemos que:
FF:{fa:F—>F|a€E}.
fa:T =T, donde fo(k1) = k1 y fa(ka) = k1.
fo:T =T, donde fy(k1) = ko y fo(ko) = ko.

Lueg07 FF = {faa fbafe}-
Sea o« = abb, entonces:

fa(k1) = (fo o foo fa) (k1)
= fofo(fa(k1)))
= fo(fo(k1))
= fo(k2)
= ka;

fa(k2) = (fo o foo fa)(k2)
= folfo(fa(k2)))
= fo(fo(k1))
= fo(k2)
= ky

Figura 4.17: Expansion de la funcién f,,a € ¥ en f,, a € ¥*.
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El propdsito que buscamos es poder expresar el comportamiento del autémata AF por
medio de una funcién ¢ : £* — I'', donde #(a) = f,. El objetivo es asignar a cada cadena
de entrada de >* una funcién de I" en T'.

4.5.2. Comportamiento entrada-estados de un autémata

Definicién 4.35 (Homomorfismo monoides). Sean (4,x,¢e) y (A’,«,¢’) dos monoides
y sea f 1 A — A’ una funcién. Se dice que f es un homomorfismo entre (A, x,e) y
(A’ %' €'} si f preserva el simbolo de funcién y f preserva el simbolo de constante, es decir,
Vavb € A(f(axb) = (f(a) «" f(b))), ademds f(e) = €.

El siguiente teorema presenta un homomorfismo entre los monoides asociados con un
autémata.

Teorema 4.36. Si AF = (X, T, A, 4§, ko) es un autémata de estado finito, (¥*,-,¢€) es el
monoide generado por ¥ y (I', o, f.) es el monoide de transformaciones de I', entonces la
funcion t : ¥* — TV, tal que t(a) = f, es un homomorfismo entre los monoides (X*,-,€) y

<FF, o, fe)-
La figura 4.18 representa el homomorfismo entre los dos monoides.

<E*7 * 6> i’ <FF7 o, f6>

(X%, -, €) — (TT o, fo)

Figura 4.18: Homomorfismo entre los monoides (X*,-,¢) y (I'', o, f.).

Demostracion. FEjercicio 4.19. O

Definicién 4.37 (Comportamiento entrada-estados). Sea un autémata de estado finito
AF = (2, T, A, 6, ko), sea (£*,-,¢) el monoide generado por ¥, sea (I'', o, f.) el monoide
de transformaciones de I' y sea t : ¥* — I''' (donde t(a) = f,), el homomorfismo entre
los monoides (¥*,-,¢) y (I'', o, f.). La funcién ¢ es denominada el comportamiento de
entrada-estados del autémata AF.

4.5.3. Relacion de equirrespuesta de un autémata

Definicién 4.38 (Relacién de equirrespuesta). Sea un autémata de estado finito AF =
(3,T,A,6, ko) yseat:X* =TT el comportamiento de entrada-estados del autémata AF.
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La relacién de equirrespuesta de AF, representada por &4, estd definida por:

ama B ta) = 1(B)
def

:foz:fﬁ

vk e L(0*(k,a) = 6" (k, ) para o, f € X%,

Para efectos de simplificaciéon en la notacién, ‘0*(k,«)’ se representard, de ahora en
adelante, por ‘0(k, a)".

Teorema 4.39. La relacion de equirrespuesta =4 es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Es necesario demostrar que ~4 es una relacién reflexiva, simétrica y transi-
tiva.

1. Reflexiva
Vk e I'(0(k,a) = d(k,a)) = a~4 a.

2. Simétrica

a) =

ary f=VEkeI(ik
= Vk e I'(6(k, B)
:>,8%A .

3. Transitiva

,B)) Nk € T(6(k, B) = 6(k, 7))

= a4, O

Del teorema anterior podemos garantizar que la relacién de equirrespuesta ~4 induce
una particiéon sobre el conjunto ¥* (en clases de equivalencia) definida por: ¥*/~, =
{[o] | @€ X*} donde, [a] ={p € X" |ara [}

Definicién 4.40 (Particién de indice finito). Una particién P tiene indice finito si el
cardinal de P, denotado por P, es finito.

Teorema 4.41. La particion ¥*/~, tiene indice finito.

Demostracién. Para el homomorfismo de comportamiento de entrada-estados ¢ : X* — rr,
donde t(a) = fq; se tiene que I'" < n" donde n es el niimero de estados del autémata de

estado finito; luegoﬁ tiene cardinal finito. Si el homomorfismo ¢ : ¥* — I'" es sobreyectivo,

entonces X%/~ , = ﬁ; de lo contrario ¥*/~, < IT. En cualquier caso, ¥*/~ , tiene cardinal
finito, luego es de indice finito. O
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4.5.4. Relaciones de congruencia

Definicién 4.42 (Relacién de congruencia derecha). Sea (A, *,e) un monoide y R una
relacién de equivalencia definida en A. R es una relacién de congruencia derecha en (A, *, €),
siy sélo si, VaVbVe € A ((aRb) = ((a*c)R(bx*c))).

Definicion 4.43 (Relacion de congruencia izquierda). Sea (A, x, e) un monoide y R una
relacion de equivalencia definida en A. R es una relacién de congruencia izquierda en
(A, *,e), siy solo si, Vav¥bVe € A ((aRb) = ((c* a)R(c*D))).

Definicién 4.44 (Relacién de congruencia). Sea (A, *,e) un monoide y R una relacién
de equivalencia definida en A. R es una relacién de congruencia en (A, x,e), si y sélo si,

VavbVe € A ((aRb) = ((a*c)R(b*c) A (cxa)R(c*D))).

Teorema 4.45. La relacion de equirrespuesta ~4 definida en 3* (X* es el dominio del
monoide (¥*,-,€)), es una relacion de congruencia.

Demostracion. Es necesario demostrar que ~4 es una relacién de congruencia derecha e
izquierda sobre (¥*, - €).

1. =~ 4 es una relaciéon de congruencia derecha sobre (¥*, -, ¢)
ary fet(a)=1tp)
& tlan) =t(a) o t(n) = t(B) o t(n) = t(Bn)
& an =y Bn, paratoda n e X*.

2. &4 es una relacién de izquierda sobre (X%, -, ¢)

Se demuestra de forma similar a la anterior.

Luego, ~ 4 es una relacién de congruencia sobre (3%, ¢). O

4.5.5. Relaciéon equirrespuesta de un reconocedor finito

Definicién 4.46 (Relacion equirrespuesta de un reconocedor finito). Sea un reconocedor
finito (autémata de estado finito) RF = (X, T, A, 4, ko). La relacién de equirrespuesta de RF,
representada por ~g, estd definida por:

a~p B = d(ko, ) = d(ko, B) para todo a, 8 € X*.
Teorema 4.47. La relacion de equirrespuesta ~gr es una relacion de equivalencia.

Demostracion. La demostracion se deja como ejercicio. O

Del teorema anterior podemos garantizar que la relacién de equirrespuesta ~g indu-
ce una particién sobre el conjunto £* en clases de equivalencia definida por: ¥*/~, =
{[la] |« € £*}, donde, [a] ={f e X* |a~r B}.
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Teorema 4.48. La relacion de equirrespuesta =4 de un autéomata de estado finito implica
la relacion de equirrespuesta =g de un reconocedor finito.

Demostracion.
ar~y B =Vkel((k,a)=0(k,PB))
= (5(1{20701) = 5(]450,5)
= a ~p [. [

Teorema 4.49. La relacion de equirrespuesta ~gr de un reconocedor finito no implica la
relacion de equirrespuesta ~4 de un automata de estado finito.

Demostracion.
a~pg = §(ko,a) = d(ko,3)
+# Vk € T(6(k, ) = 8(k, B))
# a4 B =

Definicién 4.50 (Refinamiento de una particién). Se dice que una particién P refina una
particiéon Q, si y sélo si, P > Q.

Teorema 4.51. La particion ¥*/~, refina la particion ¥*/~,.
Demostracion.
1. Como ~4=~p (por el teorema 4.48, entonces se observa la posible igualdad entre
S )ma Y X mp-
2. Como ~p#=4 (por el teorema 4.49, entonces se observa la posibilidad de que
S on > 5 g

3. Entonces ¥*/~, > ¥*/x,, luego ¥*/~, refina a ¥*/~,. O
Teorema 4.52. La particion ¥*/~, tiene indice finito.

Demostracion. Como ¥*/~, tiene indice finito (teorema 4.41) y ¥*/~, refina a ¥*/~,
(teorema 4.51), entonces ¥*/~, tiene indice finito. O

Teorema 4.53. La relacion de equirrespuesta ~p definida en ¥* (X* que es el dominio del
monoide (¥*,-,€) ), es una relacion de congruencia derecha, es decir, Vo, B,m € ¥*  ((a =g

B) = ((an) =g (81))).
Demostracion.
axy b= ((5(k0,0&) = 5(k076))

= (8(ko, an) = 6(6(ko, ), m) = 6(6(ko, B),m) = 6(ko, Bn))
= an =~y Bn paratoda ne€ X, O
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4.6. Algebra y lenguajes

4.6.1. Relacion de congruencia derecha inducida por un lenguaje

Definicién 4.54 (Relacién inducida por un lenguaje). Sea ¥ un alfabeto y L C ¥* un
lenguaje. La relacion inducida por L, representada por ~p, estd definida de ¥X* en ¥* por:
sean «, 3,0 € X*, entonces:

oz%LBdZQf(oz(sGL(—),BéEL).

Teorema 4.55. La relacién inducida por L, (=r) es una relacién de equivalencia.
Demostracion.

1. Reflexiva
(e L+ ad€l)=arpa.

2. Simétrica

arpf= (@ €L+ piel)
= 0= a.

3. Transitiva

axp ABrLy= (@eEL+ BIEL)N(BIE L ~d€L)
= (a0 € L+ ydel)
= Q=Y. O]

Fl teorema anterior nos garantiza que la relacién =~y induce una particion sobre el
conjunto ¥* (en clases de equivalencia) definida por: ¥*/~, = {[a] | @ € £* }; donde,

[a] ={feX [ary [}

Teorema 4.56. La relacion inducida por L, (=r) es una relacion de congruencia derecha,
es decir: Vo, 8,0 € ¥*  ((a =L f) = (ad =, 59)).

Demostracion. Sea «, 3,6 € ¥*; § = nb

arpf=(ad€e L+ pdel)
= (anf € L «» pnb € L)
= an =g, /1. O
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4.6.2. Condiciéon para que un lenguaje sea aceptado por un reconocedor
finito

Teorema 4.57. Sea X un alfabeto y L C X* un lenguaje. L es un lenguaje aceptado por
un reconocedor finito, si y sélo si la relacion de congruencia derecha inducida por L tiene
indice finito.

Demostracion. (primera parte)

Si L es un lenguaje aceptado por un reconocedor finito (hip6tesis), entonces la relacién
de congruencia derecha inducida por L tiene indice finito (tesis).

Hipétesis: Sean RF = (X, T, A, 6, kp) un reconocedor finito, L C ¥* un lenguaje, L(RF)
es el conjunto de cadenas aceptadas por RF y L = L(RF).
Tesis: Sea «a, f € X*; a~g = a~, (.

Entonces,

axp < 0(ky,a) =0(ko, ) (definicién de ~g)
= 6(]{5070”]) = 6“%75"7)
= (ko,am) € A < §(ko, Bn) € A
= an € L(RF) < gn € L(RF)
=ane L+ pnel
= a =y f.

Luego, ¥*/~,, refina a ¥*/~, y, como ¥*/~ . tiene indice finito (teorema 4.52), entonces
¥*/~, tiene indice finito. O

Demostracion. (segunda parte)

Si la relacién de congruencia derecha inducida por L tiene indice finito (hipétesis),
entonces L es un lenguaje aceptado por un reconocedor finito (tesis).

Idea: Construir un reconocedor finito que acepta L.

Sea RF = (X, T, A, §, ko) un reconocedor finito donde:
Y. Alfabeto del lenguaje L.
I': ¥*/~, (finito porque ¥*/~, tiene indice finito por hipétesis). Los elementos de I' son
clases de equivalencia [a] ={f € ¥* |a~L f}.
d:I'x ¥ =T, donde 6([a],a) = [aa] para toda a € 3.
ko: [€] (¢ es la palabra vacia).

A {[pl|pel}.
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Veamos que L = L(RF).

a € L(RF)  0(ko, ) € A
< o([el,a) € A
& leal € A
ol e A
< a €L (por definicién de A). O

4.7. Ejercicios

Ejercicio 4.1. Para la maquina de estado finito representada por la figura:

0/0
1/0

—{ 40

0/0 0/1
1. Determine la palabra de salida para la entrada 110111, comenzando en qq. ;Cudl es el
ultimo estado de transicion?

2. Determine la palabra de salida para la entrada 110111, comenzando en ¢;. ;Qué
sucede cuando gs y g3 son los estados iniciales?

3. Encuentre la tabla de transicién para esta méaquina.

=

. ¢Desde qué estado se debe comenzar para que la palabra de entrada 10010 produzca
la salida 100007

Ejercicio 4.2. Dibuje el diagrama de transicion correspondiente a las maquinas de estado
finito, indicadas por las siguientes tablas de transicion:

F/E‘ a b c

/S| a b o | a1 q,1 ¢,2
q0 QI71 q171 q1 (JO72 CI%O Q270
@ | 9,0 ¢,l 72 | g1 ¢3,0 qo,l

3 | 1,2 @1,0 qo,2
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Ejercicio 4.3. Para cada una de las maquinas de estado finito indicadas por el diagrama
de transicién, construya su representacion explicita.

} b/1

T —0)

a/l

b/1
* i b0 "

Ejercicio 4.4. Tal como estd representado el sumador binario por el diagrama de la
figura 4.5, es necesario sumar 01 + 01 si se desea realizar la suma de 1+ 1. ‘Analice por qué.

a/l

Ejercicio 4.5. Un modelo simplificado del comportamiento de un estudiante puede ser
descrito por una maquina de estado finito. Sea:

Y = {tarea, fiesta, examen}.

A = {cantar, maldecir, dormir}.

I' = {feliz, enojado, deprimido}.

ko = feliz.

Construya una méaquina de estado finito que modele un posible comportamiento del estu-
diante.

Ejercicio 4.6. Disefie una maquina de estado finito que modele el comportamiento de
una maquina expendedora de Coca-Cola y Malta. La maquina acepta monedas de 5, 10
y 25 pesos y dispone de dos botones; C para Coca-Cola y M para Malta. Cada producto
cuesta 20 pesos y se espera por supuesto que la maquina entrege el producto solicitado y la
devuelta si ésta existe.

Ejercicio 4.7. Un procedimiento sencillo y muy utilizado para detectar errores en una
transmision digital consiste en enviar un bit de paridad. Este bit puede ser tal, que haga
par el numero total de “unos” enviados, o haga par el niimero total de “ceros” enviados (en
este caso se habla de paridad par), o también puede ser que este bit haga impar el nimero
total de “unos” o el nimero total de “ceros” enviados.

Para el caso de paridad par de “unos”, el generador de paridad actia de la siguiente
forma (supongamos la longitud del mensaje de 3 bits): si el mensaje a enviar tiene un
ntmero impar de “unos” (por ejemplo “100”), el generador de paridad adiciona un “uno’
(“11007) y envia el mensaje; si por el contrario el mensaje que se enviard tiene un niimero
par de “unos” (por ejemplo “101”) el generador de paridad adiciona un “cero” (“01017) y

9

envia el mensaje.
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El detector de paridad (para el caso de paridad par de “unos”) trabaja de la siguiente
forma: si el mensaje recibido tiene un ntmero par de “unos”, la transmisién del mensaje
NO tuvo errores; pero si el mensaje recibido tiene un niimero impar de “unos”, entonces la
transmisién del mensaje SI tuvo errores y debe ser retransmitido.

Construya una méaquina de estado finito que se comporte como un detector de paridad
par de “unos”. Represente la méquina por medio de su diagrama de transiciones.

Ejercicio 4.8. Obtener la tabla de transiciones y el diagrama de transiciones de la méquina
de Moore equivalente a la maquina de Mealy, descrita por la siguiente tabla:

r/s ‘ el e
q0 q3,s1 42,52
q1 q4,52 43,52
q3 44,51 42,52
q4 q2,S82 (44,51

Ejercicio 4.9. Definir las maquinas de Mealy y de Moore para un restador binario.

Ejercicio 4.10. Construya un autémata de estado finito para solucionar el problema
expuesto en la siguiente carta:

Querido amigo:

Al poco tiempo de comprar esta vieja mansion tuve la desagradable sorpresa de com-
probar que esta hechizada con dos sonidos de ultratumba que la hacen practicamente
inhabitable: un canto picaresco y una risa sardénica. Aun conservo, sin embargo, cierta
esperanza, pues la experiencia me ha demostrado que su comportamiento obedece a ciertas
leyes, oscuras pero infalibles, y que puede modificarse tocando el érgano y quemando
incienso.

En cada minuto, cada sonido estd presente o ausente. Lo que cada uno de ellos haré en
el minuto siguiente depende de que lo pasa en el minuto actual, de la siguiente manera:

El canto conservara el mismo estado (presente o ausente), salvo si durante el minuto
actual no se oye la risa y toco el érgano, en cuyo caso el canto toma el estado opuesto.

En cuanto a la risa, si no quemo incienso, se oird o no segin que el canto esté presente
o ausente (de modo que la risa imita al canto con un minuto de retardo). Ahora bien, si
quemo incienso la risa haréd justamente lo contrario de lo que hacia el canto.

En el momento en que le escribo estoy oyendo a la vez la risa y el canto. Le quedaré muy
agradecido si me dice qué manipulaciones de érgano e incienso debo seguir para restablecer
definitivamente la calma.

Ejercicio 4.11. Demuestre que cada una de las maquinas de estado finito siguientes es
un autémata de estado finito y trace de nuevo el diagrama de transicién como uno de un
autémata de estado finito.
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a/l b/0

a/l

foe
()
a/0

a/0

Ejercicio 4.12. ;Son las palabras abaa y abbaa aceptadas por el reconocedor finito indicado
por la figura?

Ejercicio 4.13. Disefie un reconocedor finito que acepte inicamente las palabras no nulas
sobre {a,b} que satisfagan las siguientes condiciones:

1. No contengan letras a.

2. Tienen un ntmero par de letras aes.

Exactamente una letra b.

Exactamente dos letras a.

{a| toda a de « esté entre dos bes }.

{ @ | a contiene la subcadena abab }.

{ & | @ no contiene ninguna de las subcadenas aa o bb }.

{a | « tiene un nimero impar de aes y un ntimero par de bes }.

© »® N e ot~ W

{a| a tiene ab y ba como subcadenas }.

Ejercicio 4.14. Dos reconocedores (autématas) finitos RF; y RFg se dicen equivalentes si
y sélo si aceptan el mismo lenguaje, es decir, L(RF;) = L(RF3).

Sea RF el conjunto de todos los reconocedor finitos sobre un alfabeto Y. Sea
R C RF x RF la relacién definida por: la pareja (RF;,RF3) estd en R si y sélo si RFy
es equivalente a RFy. Demuestre que la relacion R es una relacion de equivalencia en RF (y
por tanto, que la definicién de equivalencia de reconocedores finitos es consistente con el
uso matemaético habitual de los términos).
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Ejercicio 4.15. Para el automata de estado finito representado por la figura:

1. ;Qué tipo de autémata es?

2. ;Qué lenguaje reconoce?

Ejercicio 4.16. Para los autéomatas de estado finito representados por la figuras:

A’L a.b
H‘L a.b b
a,b

1. jCuél es un AFD?
2. {Cudl es un AFND?
3. Pruebe que reconocen el lenguaje dado por a(a | b)*.

4. Justifique por qué son equivalentes.

Ejercicio 4.17. Disene un AFND que acepte inicamente los conjuntos de palabras dados
por:

1. {a}.

2. {b}.

. {a,b}.

(a | B)* | (aba)*.

~ W
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5. Palabras de la forma bowwow, bowwowwow, bowwowwowwow, . ...
6. Palabras de la forma ohmy, ohmyohmy, ohmyohmyohmy, . ...

7. La unién de los dos lenguajes anteriores.

Ejercicio 4.18. Obtener los monoides del sumador y del restador binario y compararlos.

Ejercicio 4.19. Demuestre el teorema 4.36.

4.8. Notas bibliograficas

La presentacién de un sistema desde la teoria de sistemas fue tomada de [Crespo 1983].
Las maquinas de estado finito son presentadas por [Crespo 1983; Fernandez Ferndndez
y Séez Vacas 1987; Johnsonbaugh 1988; Kolman y Busby 1984; Minsky 1967], entre otros. Las
méquinas de Moore y las maquinas de Mealy son presentadas por [Crespo 1983; Ferndndez
Fernédndez y Sdez Vacas 1987]. Los autématas de estado finito, tanto los deterministas como
los no determinnistas, son presentados por [Crespo 1983; Ferndndez Ferndndez y Sdez Vacas
1987; Johnsonbaugh 1988; Kelley 1995]; el término de reconocedor finito es introducido
por [Ferndndez Fernandez y Sdez Vacas 1987]. Las secciones que establecen la relacién entre
algebra, autématas y lenguajes fueron adaptadas de [Ferndndez Ferndndez y Sdez Vacas
1987].






Capitulo 5

Autématas de pila

En lo concerniente a nuestros desarrollos realizados en el contexto de los autématas de
estado finito es posible que hayamos notado, intuitivamente, que éstos tienen una memoria
limitada, esto es, solo tienen capacidad para una “memoria” finita. El problema se puede
observar claramente en el contexto del reconocimiento de algunos lenguajes donde se requiere
de un autémata que almace o guarde una gran cantidad de informacién. Témese por ejemplo,
el caso de lenguajes de la forma {a™c¢™ | m > 0} (independiente del contexto); para casos
como éste, el autémata deberia realizar diversos procesos como: debe verificar no sélo que
toda ‘a’ preceda a toda ‘c’, sino que, ademas, tiene que contar el niumero de simbolos ‘a’ y
de simbolos ‘c’. Tendriamos entonces que limitar el ntimero de simbolos ‘a’ que el autémata
debe contar.

Necesitamos entonces, contar con autématas que estén dotados de un dispositivo que les
permita un almacenamiento no limitado de informacion y, ademas, con capacidad para guar-
dar y comparar informacién. Este seria, por ejemplo, el caso para un autémata reconocedor
del siguiente lenguaje independiente del contexto: { caca® | o € X*, y ¥ = {a,b,c} }.

Buscaremos, pues, construir formalmente un tipo de autémata que tenga las buenas
propiedades antes mencionadas, de forma tal que lleguemos a solucionar el problema, al
menos para cierto tipo de lenguajes; pues, como sabemos, existen lenguajes que no son
reconocibles por ningtn tipo de autémata finito de las clases que hemos venido considerando.
El autémata que se requiere es conocido y se ha designado como autémata de pila o autémata
de stack.

En general, podemos decir que el comportamiento de un autémata de pila es muy
similar a los autématas de estado finito. La diferencia entre un autémata de pila y un
autémata de estado finito estriba en que para el automata de pila, ademaés del estado actual
y del simbolo de entrada, se debe considerar el simbolo de cierto alfabeto, que esté (en el
momento o tiempo considerado) en la cima de una pila, también llamada stack. La pila es,
justamente, el nuevo tipo de dispositivo requerido para poder disefiar reconocedores para el
tipo de lenguajes que hemos mencionado en esta introducciéon. Otro aspecto a resaltar en el
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comportamiento o funcionamiento de un autémata de pila consiste en el siguiente hecho: un
automata de pila, ademas de requerir cambiar el estado actual cuando se tiene determinada
configuracion, también requiere cambiar la informacién que se halla en ese momento dado
en la cima de la pila.

5.1. Autémata de pila no determinista

Desde un enfoque formal diremos que un autémata de pila no determinista es un
estructura formal constituida como una héptupla, mediante la interrelaciéon de un conjunto
de estados, un alfabeto de entradas, un alfabeto de pila, una relacién de transiciéon, un
conjunto de estados de aceptacion y dos simbolos distinguidos (estado inicial y simbolo
inicial de la pila).

Definicién 5.1 (Autémata de pila no determinista). Un autémata de pila no determinista
(APND) (o autémata de stack no determinsta) estd definido por la estructura matematica

APND = <Q, U {6},F, d,q0, A, Z0>,
donde:
(i
(ii

(iii) T es un alfabeto auxiliar o alfabeto de la pila (finito y diferente de vacio).

) @ es un conjunto de estados (finito y diferente de vacio).
)

Y es un alfabeto de entrada (finito y diferente de vacio).

(iv) d es un relacién de transicion.

(vi

(vii) zp es el simbolo inicial de la pila (zg € T').

)
)
(v) qo es el estado inicial del autémata (gp € Q).
) A es el conjunto de estados de aceptacién (A C Q).
)

Es importante que anotemos que en realidad ¢ sélo es una funcién para un autéma
de pila determinista. Para el caso no determinista ¢ es una relacién. De acuerdo con las
precisiones hechas sobre el comportamiento de los autématas no deterministas, diremos
que § es una relacién tal que a cada terna (g, s,z) € Q x (XU {e}) x I, asocia una o més
parejas de la forma (¢/, 3) donde ¢ € Q y f € T'*.

Por consiguiente, para definir la regla de transicién (¢), debemos considerar el estado
actual ¢, el stmbolo de entrada s en el momento considerado y la informacién que se halla
en ese momento en la cima de la pila z; es decir, determinar la terna (g, s, z). Luego tenemos
que considerar cudl debe ser la reaccién del autémata (¢') y cuél la informacién (8) que
habra de ser ubicada en la cima de la pila; es decir, determinar la pareja (¢, 3), donde la
informacién a empilar 8 se ubica en el lugar del simbolo que se hallaba antes en la cima de
la pila. Observemos igualmente que la naturaleza de la relacién §, es decir 6(q, s, ), obliga
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a que se tenga siempre un simbolo en la cima de la pila, esto es, el autémata no podria
efectuar ninguna transicion si la pila esta vacia.
Precisemos ahora algunas caracteristicas fundamentales de un APND.

1.

Para que un APND pueda efectuar algin movimiento es necesario que exista algin
sfmbolo z € T" en la cima de la pila. Ello se desprende de la definicién de 6, ya que

JCRXx(XEU{e}) xI'xQ xTI*.

. Para cumplir la condicién anterior es necesario precisar un simbolo inicial para la pila.

zo €T

. Dado que ¢ es la palabra vacia y que se puede tener que 6(q, ¢, z) = {(¢’, 22) }, entonces

es posible, por ejemplo, que un APND cambie de estado y apile un simbolo z € I sin
que ocurra ninguna entrada.

. Como § no necesariamente es una funcién, entonces puede ocurrir que existan ternas

(q,a, z) tales que:

a) (g, a,z) no existe y el APND se detiene.

b) 6(q,a,z) € Q xT™ y d(q,a,z) > 1, es decir, d(q, a, z) tiene mas de una imagen,
por lo tanto, la transicién la realizard el APND de un modo no determinista.

. Sigj € A, esto es, ¢; es un estado de aceptacién y §(q, a, z) = {(g;, 3)}, entonces el

autémata se detiene, es decir, un APND se detiene toda vez que realice una transicién
a un estado de aceptacion.

Ejemplo 5.2. Sea APND = (Q,XU{e},T, 4, qo, A, 20) un autémata de pila no determinista,
donde @Q = {qo,q1, 92}, X = {c,d}, T = {A, B}, qo es el estado inicial, A = {¢q2}, 20 =By
la relacion de transicién § la definimos mediante la tabla de transiciones indicada por la

tabla 5.1.
5 | (c, A) (d,A) (¢,B) (d,B) (e,A)  (¢,B)
q0 (q1,BA) (g2, AA) (¢1,BB)  (q2,4) (g, B)
q1 {(QO,&":),(C]Q,BA)} (QO7€) (Q1,BB) (QO7AA) (QO7B)
Q@ (q1, BB) (g2,¢)

Tabla 5.1: Tabla de transicién d para el ejemplo 5.2.

A partir de la tabla de transiciéon 5.1, podemos inferir los siguientes aspectos:

1.

La relacién 6 depende del estado actual (las filas), del simbolo de entrada y del simbolo
actual en la cima de la pila (etiquetas de columnas).
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5.2.

. En el cruce de filas y columnas se especifica un estado siguiente y una acciéon de la

pila para los simbolos actuales de la entrada y de la cima de la pila. Asi, estando
en el estado g1, con entrada ¢ y con B como simbolo actual en la cima de la pila, el
autémata hace transicion al estado gy y desempila a B.

. Igualmente, puede verse de la tabla que no necesariamente hay transicién del autémata

para todas las posibles ternas de @ x (X U {e}) x I". De alli que si el autémata pasa
a un estado ¢; para el cual no se programé su transicién, entonces el autémata se
detiene. Por ejemplo, cuando el autémata pasa al estado go con A en la cima de la
pila, observamos que no hay transiciéon programada.

. 0(q1,¢,B) = {(qo,€)}, indica que el autémata estando en el estado ¢;, con ¢ como

entrada y B en la cima de la pila, desempila la B y pasa al estado ¢p.

. 0(q1,¢,A) = {(qo,¢), (g2, BA)}, indica que hay dos posibles respuestas, y que una

de ellas serd seleccionada de modo no determinista: estando en ¢; y con (c, A4), el
automata, o bien desempila a A y pasa al estado ¢g, o bien empila a B y pasa el
estado g2 (estado de aceptacion).

. Observemos que cuando el autémata esta en el estado g1 con (d, B), éste permanece en

ese estado empilando signos B; y cuando estd en ¢p, con (¢, B) pasa a qp y desempila
a B.

Sea la palabra dcde € ¥*; entonces, dado que d(qo,d, B) = {(q1, BB)} tenemos que

0(qo, dede, B) = §(q1, cdc, BB)
8(go, dc, B)
6(q1,¢, BB)
4(qo, ¢, B)
d(q2,¢, B)
= (g2,¢).

Luego, el autémata se detiene en el estado de aceptacién ¢o, con la pila vacia. No es
posible ningtin movimiento.

Eso significa que el automata para computar sobre una palabra a € ¥* parte de la
configuracion inicial 6(qo, s1, B), donde ¢q es el estado inicial, B es el simbolo inicial
de la pila y s1 es el simbolo més a la izquierda de la palabra a.

Autématas de pila y reconocedores

De modo similar a los autématas que hemos estudiado en capitulos anteriores, un APND
genera cierto lenguaje y puede servir de reconocedor de algunos lenguajes.



5.2 Autématas de pila y reconocedores 167

Definicién 5.3 (Lenguaje generado por un APND). Sea un autémata de pila no determinista
APND = (Q,XU{e}, T, 4, qo, A, 20). El lenguaje generado por APND, denotado por L(APND),
estéd definido por el conjunto:

L(APND) = {«a € ¥*| (g0, o, 20) b5 (¢,¢,0), dondeqe Ay eT*}.

La expresion (qo, «, 29) Fs (g, €, 0) significa que mediante la relacién ¢, partiendo de la
configuracién inicial (qo, o, 29), el autémata realiza sucesivas computaciones hasta que « se
agote y termina en la configuracion final (g,¢,6); donde, ¢ es un estado de aceptacion y
0 € I'* puede o no ser vacia, esto es, el automata puede o no terminar con la pila vacia. Si
la pila esta vacia el automata necesariamente se detiene.

Definicién 5.4 (APND como reconocedor de lenguajes). Sea L un lenguaje. Decimos

que un autéomata de pila no determinista APND es un reconocedor de L, si y solo si,
L C L(APND).

Observacion 5.5. Con el simbolo t-1, indicamos la configuraciéon inmediata.

Ejemplo 5.6. En el ejemplo 5.2, el automata:

1. Reconoce la palabra d :

donde g3 es un estado de aceptacién.
2. No reconoce la palabra ¢, es decir, (qo, ¢, B) -
3. Reconoce la palabra de, esto es, (qo,dc, B) b5 (g2, €, ¢€):

(qO,dC, B) Fl (ql,C BB)
=1 (g0, ¢, B)
}—1 (QQ,E B)

(

1 (92,¢, 5)

T

4. De (2) y (3) se observa que la palabra dcc no es reconocida, pero la palabra ded si
lo es.

5. El autémata reconoce el lenguaje Lo = {d" | n > 0}.
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a) (qo,d,B) F (g2,¢,¢). Reconoce a d* por (1).

b) Reconoce a d?:

(q0,dd, B) 1 (q1,d, BB)
t1 (q1,e, BBB)
1 (90,6, BBB)
1 (q2,¢, BBB)
(
(
(

T T

'_1 q27€aBB)
l_l CI275aB)
l_l q27558)‘

¢) De (5) se puede ver que reconoce las palabras d3, d?, ...

d) Luego Lo C L(APND).
6. El autémata reconoce a: d, dc, dcd, dede, deded, dedede, dededed, . . .

7. L(APND) = { (de)*d" | n > 0}.

Ejemplo 5.7. Sea L; un lenguaje sobre ¥ = {a, b}, tal que L; contiene igual cantidad de
simbolos a y de simbolos b.

Nos interesa construir un APND que acepte o reconozca a Lq. Para tal efecto debemos
poder contar las ocurrencias de los simbolos a y b en una palabra dada de ¥*. Aqui podemos
usar la idea de pila, simplemente empilando cuando leamos a y desempilando cuando
leamos b, o viceversa.

Sea APND un autémata de pila no determinista definido por la tabla de transiciones
indicada por la tabla 5.2.

0 ‘ (a,A) (a,B) (a,C) (bA) (b, B) (b,C)
q0 (qO’AA) (quE) (qO7AC) (q(bE) (qO’BB) (qO7BC)
q

0 ‘ (e,A) (e,B) (g,0C)
q0 (q1,C)
q1

Tabla 5.2: Tabla de transicién § para el ejemplo 5.7.

Ademis, Q) = {q07q1}7 Y= {a? b}: I'= {A7B7C}7 A= {QI} y 2 =C.
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Para computar sobre la palabra a = bababaab, el automata APND realiza el siguiente
proceso:

(qo, bababaab, C) F1 (q,, ababaab, BC)
F1 (qo, babaab, C'),  desempila
F1 (qo, abaab, BC'), empila
F1 (qo, baab, C), desempila

T T

1 (qo,ab,C), desempila
l_l q0, ba AC), empila
1 (90,¢,C), desempila

T

(
(
(qo0
(qo0
1 (g0, aab, BC), empila
(qo0
(q0
(
(

k1 (q1,e,C), estado de aceptacion,

debido a que no hay programada transicién para la configuracién (qi,e,C), el autémata se
detiene y oo € L(APND). Luego, L(APND) = Ly, por ende, APND es un reconocedor de L.

;,Qué ocurriria en el proceso cuando la palabra no es reconocida por el autémata?

5.3. Lenguajes independientes del contexto y autématas de
pila

En esta secciéon nos ocuparemos de la tarea de establecer algunas conexiones entre los
APND vy los lenguajes independientes del contexto. Recordemos que un lenguaje indepen-
diente del contexto se corresponde con el lenguaje generado por una gramatica independiente
del contexto, gramaticas cuyas reglas de produccién son de la forma A — ; v # €, donde
A €N (no terminal) y v € (NUT)*.

La primera conexiéon que nos interesa establecer estd dada por el siguiente teorema,
el cual establece que para todo lenguaje independiente del contexto siempre es posible
construir un reconocedor que sea APND.

Teorema 5.8. Si L es un lenguaje independiente del contexto, entonces existe al menos un
automata de pila no determinista APND tal que, L(APND) = L.

Demostracion. La demostracion de este teorema es esencialmente constructiva. Supongamos
que tenemos una gramatica G = (N, T, P, I) independiente del contexto. Asumimos que
L = L(G), para alguna gramatica G independiente del contexto. Se trata entonces de
construir un autémata de pila no determinista APND tal que L(APND) = L(G); esto es, el
APND nos debe permitir validar el hecho de que todas las palabras de L(G) son reconocidas
por el autémata. Sin perder generalidad, asumiremos que las palabras generadas por el
autémata son derivaciones por la izquierda.
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Pasemos ahora a construir dicho autémata. Supongamos que sélo necesitamos tres
estados. Sea entonces APND = (@, X U {e},T, 4, qo, A, 20), donde:

Q = {QO»Q1,Q2},
Y =T,
I'=NUTU{I},
A= {(Jz}-

La relacion de transicién interna 4, estarda determinada por el siguiente tipo de reglas de
transicion:

R1. Introducimos el simbolo inicial I en la pila, esto es d(qo, €, z0) = {(q1,120)}-

R2. d(q1,e,A) = {(q1,0) | A = a }, para todo A € N (simbolos no terminales). Esto
es, si el simbolo que estd en la cima de la pila es un simbolo no terminal, entonces
empilamos « (lado derecho de la produccién A — «), conservando el mismo estado.

R3. 0(q1,z,z) = {(q1,¢)} para todo x € ¥ = T (simbolos terminales). Esto es, si el
simbolo de entrada (z) y el simbolo de la cima de la pila son idénticos, entonces lo
desempilamos, conservando el mismo estado.

R4. §(q1,¢€,20) = {(q2,20)}. Esto es, en la cima de la pila queda el simbolo inicial de la
pila, el autémata en el estado de aceptacién ¢o, y entonces, el autémata de detiene y
acepta la palabra de L(G).

Ahora, es posible probar que si a = z1 ...z, es aceptada por este APND, entonces « es
derivable de la gramdtica G, esto es, a € L(G).

Si en el APND antes construido tenemos que (q1,x, A8) F1 (q1, 2, 0/), entonces podemos
tener en G que, A — 0; de alli que tengamos:

(q1,21 ... 2n,120) F1 (q1, 21 - . . Tpy x1020)
|—1 (ql, 9 ...Tn, 02’0)

F1 (g1, Tn, 2n20)
F1 (q1,¢, 20)
F1 (g2, €, 20)-

Luego, aplicando las reglas de G a lo anterior, tenemos que:
I > 210N210 = 21290 AN - ANx1... 10 = x1... 24,

luego I —* z1...x,, de alli que a = x1 ...z, que fue aceptada por el APND es también
derivable de las reglas de produccién de G.
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Reciprocamente, si I —* z7...z,, entonces se tiene en G:
I > 210N210 = 21290 AN - Nx1.. . 210 — 21 ... 2,
de alli, se sigue que del APND aqui construido:
(g1, 21 ... xn,I20) b1 (q1, 21 . .. 2y, 21020)
|—1 (ql, T ...Tn, 02’0)
l_l (Q1, Ln, anO)
F1 (q15€, 20)
I_1 (q27 €, ZO);
luego, el autémata de pila no determinista reconoce «, esto es, « € L(APND). ]

Ejemplo 5.9. El siguiente ejemplo nos ilustra el proceso de construccién de un APND para
la gramatica G = (N, T, P,I), donde, N = (), T = {a,b,c}, P = {I — ala,I — bIb,I — c}.
El lenguaje independiente del contexto a reconocer es L(G) = {aca™ | a € {a,b}* } (™"

es la palabra inversa de «).

Construyamos el APND que corresponde a L(G) aplicando las reglas de construccién

sefhaladas en la demostracién del teorema 5.8, asi:

d(qo,€,20) = {(q1,120)}, (R-R1.)

5(qr,e, 1) = {(q1, ala), (q1, bIb), (g1, )}, (R-R2.)
d(q1,a,a) = 6(q1,b,b) = 6(qu1,¢,¢) = {(q1,¢)}, (R-R3.)
6(q1,¢,20) = {(g2,20)}-

Mostremos que, por ejemplo, la palabra abcba € L(G) es reconocida por el autémata,

asi:
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(qo, abcba, z) F1 (g1, abeba, I1zp)

F1 (g1, abeba, alazp)

F1 (g1, beba, Tazp), desempila a

F1 (g1, beba, bIbazg)

F1 (
(
(
(
(
(

q1, cba, Ibazy), desempila b

1
F1 (g1, cba, cbazp)
F1 (g1, ba, bazy), desempila ¢
F1 (q1,a, azo), desempila b
=1 (g1, €, 20), desempila a
=1 (g2 €, 20),

luego, se reconoce abcba.

La segunda conexién que queremos esbozar hace relaciéon con la pregunta de si todo
lenguaje que sea reconocido por APND es un lenguaje independiente del contexto. Antes
de presentar el teorema que establece esta conexién, introducimos primero una definicién y
un teorema cuya demostracién dejamos como ejercicio.

Definicién 5.10 (Lenguaje reconocido con una pila vacia). Sea APND un autémata de
pila no determinista. El siguiente conjunto define el lenguaje reconocido por la pila vacia
del autéomata:

P(APND) = {a € ¥* | (qo,, 20) F5 (¢,€,¢€) },

esto es, P(APND) es el conjunto de entradas o que generan una sucesiéon de computaciones
sucesivas que se inician en el estado inicial y culminan en un estado cualquiera ¢ con la pila
vacia.

Teorema 5.11. Si A es un autémata de pila no determinista tal que
P(A) £ L(A),
entonces existe un autémata de pila no determinista A’ tal que
L(A) = P(A).
Demostracion. Ejercicio 5.12. O

Lo que afirma el teorema anterior es que podemos hallar un autémata de pila no
determinista A’ tal que el lenguaje reconocido por la pila vacia de A’, coincida con el
lenguaje reconocido por un autémata de pila no determinista A. Este teorema tiene sentido
pues estos dos lenguajes no siempren son iguales para un autémata dado, como lo indica el
siguiente ejemplo.
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Ejemplo 5.12. Considérese el caso de un autémata de pila no determinista A cuya relacion
de transicién sea: d(qo, ¢, z0) = (go,c20), d(q0,a,20) = (q1,¢), 6(qo,c,c) = (g2,€). Aqui,
P(A) ={a} y L(A) = {cc}; donde el conjunto de estados de aceptacion es A = {g2}.

El hecho bésico del teorema 5.11 consiste en construir un autémata de pila no determi-
nista A’ de modo tal que el conjunto de estados de aceptacién sea un conjunto unitario,
estado al cual A’ alcanzaria sélo con la pila vacia.

Presentamos ahora el teorema que establece la segunda conexién entre los APND y los
lenguajes independientes al contexto, mencionada anteriormente.

Teorema 5.13. Si L es un lenguaje reconocido por un APND, entonces L es un lenguaje
independiente del contexto.

Demostracion. La demostracion de este teorema es esencialmente constructiva. Se trata de
construir, a partir de una APND dado, una gramatica independiente del contexto que le sea
correspondiente, y de modo tal que una derivacién en esta gramatica simule los movimientos
que el autémata haria para reconocer la palabra derivada.

Sea A = (Q,XU{e},T, 4, qo, A, z0), un autémata de pila no determinista. Para hallar una
gramatica independiente del contexto cuyas reglas interpreten o simulen el comportamiento
de A, se realiza el siguiente proceso constructivo:

1. Hallamos un APND A’ equivalente al autémata dado, tal que A’ s6lo contenga un
estado de aceptacién gy y llegue a él con la pila vacfa (teorema 5.11).

2. Elegimos como simbolo inicial de la gramaética I = [gozoqy|. La intepretacién se realiza
en el paso siguiente.

3. Los elementos de N o simbolos no terminales se generan como expresiones de la forma
[¢Aq'], donde A €T y q,q € Q. Interpretamos que [¢Aq'] — «, simula la accién del
autémata, consistente en (estando en el estado actual ¢) desempilar a A y moverse
al estado ¢’ mientras consume la entrada « . Veamos, entonces, como se generan las
reglas de produccién para la gramaética correspondiente al APND dado.

a) Si (gj,€) € 0(qi, z, A) entonces se tiene la regla [¢; Ag;] — .

b) Si (¢j,BC) € 0(¢i,z, A) (la entrada = desempila a A, pero el autémata, en
su proceso, debe desempilar a B y a C, para poder llegar a gy con la pila
vacia), entonces, se incluyen todas las producciones de la forma [q;Agn] —
z[¢i Bqn] [gnCqm], donde ¢, ¥ ¢, son cualquier estado del autémata. ]

Ejemplo 5.14. Consideremos el autémata APND = (Q, X U {¢},T',4, qo, 4, 29) tal que
Q =190, q1,q2}, ¥ ={a,b}, T ={A, 2}, A ={g} y la relacién de transicién ¢ definida
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por:
6(qo, @, z0) = {(qo, Az0)}, (5.1a)
d(qo, a, A) = {(qo0, AA)}, (5.1b)
(g0, b, A) = {(q1,9)}, (5.1c)
q1,0,A) = {(q1,2)}, (5.1d)
6(q1,e,4) = {(a1,8)}, (5.1e)
6(q1,€,20) = {(g2,¢)}- (5.1f)

Este autémata satisface la condicion de que sélo hace transicién al estado de aceptacion go
cuando la pila esté vacia. Ademads, en la demostracién del teorema 5.11 se verifica que las
transiciones del autémata equivalente son de la forma §(g;, z, A) = {c1,ca,...,cx}, donde
las ¢; son de la forma ¢; = (g,¢) 6 ¢; = (q, BC) (sélo se empila o desempila con un tnico
simbolo de T').

1. Simbolo inicial de la gramética: I = [goz0q2].
2. Reglas de produccion de la gramatica correspondientes a APND:

a) Las reglas correspondientes a las transiciones (5.1c), (5.1d), (5.1e) y (5.1f) son
del tipo (3a) (teorema 5.13). Luego, tenemos de ellas:

Para (5.1c): [g1Aq1] — b,
para (5.1d): [¢1Aq1] — b,
para (5.1e): [;1Aq1] — e,
para (5.1f): [q120q2] — €.
b) Las reglas correspondientes a las transiciones (5.1a) y (5.1b) son del tipo (3b)
(teorema 5.13). Luego, tenemos de ellas:

Para (5.1a):
[g02090] — a [g0Aqo] [q0200
4220490/,

[q020q1] — a [qoAqo

[ Nl ]
[ Nl ]
[ Nl ]
[ Nl ]
— a [q0Aq] [q12001]
[ Nl ]
[ Il ]
[ Il ]
[ Il ]

— a [qoAg2] [g220q1],
[9020q2] — @ [q0Aqo] [q0z0q2

— a [qoAq1] [q12042

— a [qoAg2] [g220G2]-
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Para (5.1b):

Ejemplo 5.15. Indiquemos el modo como la derivacion en la gramatica simula el compor-
tamiento del reconocedor.

Por ejemplo, la cadena aaabbb es reconocida por el autémata anterior. Veamos la
secuencia de configuraciones correspondientes.

(qo, aaabbb, zo) F1 (qo, aabbb, Azy),  de regla (5.1a)
F1 (go, abbb, AAzy), de regla (5.1b)
F1 (qo, bbb, AAAzp), de regla (5.1b)
F1 (qo, bb, AAzp), de regla (5.1c)
F1 (qo, b, Azo), de regla (5.1c)
F1 (g0 € 20), de regla (5.1d)
F1 (g0, €. €), de regla (5.1f).

Luego, termina en el estado de aceptacion go con la pila vacia.
Ahora, la derivacion en la gramética que contruimos en el ejemplo 5.14 para la palabra
aaabbb, viene dada por:

[9020q0] — @ [g0Aqo] [g020q0]
— aa [qoAq1] [¢1Aq1] [q12092]
— aaa [qAq] [ Aq1] (g1 Aqi] [q12092]
— aaab [q1 Aqi] [q1Aq1] [q1202]
— aaabb [q1Aq1] [q12002]
— aaabbb [q12092]
— aaabbbe
— aaabbb
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Para cerrar este capitulo sobre autématas de pila, consideramos importante realizar las
siguientes observaciones:

1. Los autématas de pila nos sirven entonces para probar, no obstante cierta complejidad,
si un determinado lenguaje es o no independiente del contexto. Incluso se puede
afirmar que, en la mayoria de los casos, es mas sencillo construir el autémata que
disenar la gramatica independiente del contexto.

2. Los automatas de pila pueden ser usados como métodos mas expeditos para probar o
verificar algunas propiedades especificas de los lenguajes independientes del contexto
(como lo ejemplifica la préxima seccién de ejercicios).

5.4. Ejercicios

Ejercicio 5.1. Dada la siguiente tabla de transicién para un autémata de pila no determi-
nista que designamos por APND donde Q = {qo,q1,¢2,93}, A ={q3} y 20 = A:

) ‘ (a, A) (b,A) (g, A) (a, B) (b,B) (e,B)
q | {(q1,BA),(g3,¢)} (g3,€)

q (q1,BB) (qo,¢)

Q2 (q2,¢)

q3

1. Analizar el comportamiento del autémata APND, cuando de halla en los estados qq, ¢1
Y q2.

2. Analizar el comportamiento del autémata APND toda vez que entra b, con B en la
cima de la pila.

3. ;Qué significa el hecho de que §(qo,a, A) = {(¢q1, BA), (g3,¢)}?
4. Verificar si la palabra abbabb pertenece a L(APND).

5. Determinar L(APND).

Ejercicio 5.2. Sea APND = (Q,XU{e}, T, 4, go, A, 20) un autémata de pila no determinista,
donde @ = {qo,q1}, X ={a,b}, T ={A,B,Z}, A= {q:1}, z0 = Z y la relacién de transicién
0 definida por:
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6(qo,€,Z) = {(q1, 2)},
(g0, a, Z) = {(q0, AZ)},
(g0, b,Z) = {(q0, BZ)},
6(qo,a, A) = {(q0, AA)},
(g0, 0, A) = {(q0,€)},
(g0, a, B) = {(q0,¢)},
4(qo, b, B) = {(q0, BB)}

1. Elaborar una tabla de transicién para APND.
2. Verificar que la palabra babaababe € L(APND).

3. Hallar L(APND).

Ejercicio 5.3. Para la gramaética presentada en el ejemplo 5.9, verificar si la palabra
aabcaab ¢ L(G) es reconocida por el APND presentado en ese ejemplo (sugerencia: en
un momento se obtiene la configuracion (¢, aab, baazy). ;Existe regla de transicién para
seguir?)

Ejercicio 5.4. Sea #(«a,a) el ntimero de simbolos a en la palabra «. Disefiar un APND tal
que reconozca el lenguaje L donde L = {3 € {a,b}" | #(B,a) = #(8,b) }.

Ejercicio 5.5. Disefiar un APND que sea un reconocedor para L = {"b" | n > 0}.
Ejercicio 5.6. Diseflar un APND que sea un reconocedor para L = { a™b*™ | m >0 }.

Ejercicio 5.7. Dado el autémata APND, definido por la siguiente tabla donde A = {g2}:

) ‘ (a, 20) (a,b)  (bya)  (b,b)
q0 {(QQ’Q)’(th)}

a1 (qu 6) (QIa b) (QIv b)
q2

1. Hallar el lenguaje generado por el autémata.
2. ;Qué lenguaje sera reconocido por el autéomata?
3. Es la palabra a3b* reconocida por este autémata?

4. Si cambiamos A = {g2} por A" = {q1, q2}, icudl serd el lenguaje generado?
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Ejercicio 5.8. Dada la gramética G definida por las siguientes producciones:

I— aAA,
A — bl
A — al,
A — a.

1. Hallar L(G).
2. Disenar un autémata de pila no determinista APND tal que L(APND) = L(G).
3. Mostrar que a3b® € L(APND).

4. Producir a®b® mediante G.

Ejercicio 5.9. Hallar una gramética independiente del contexto que sea correspondiente al
siguiente APND donde A = {g3}, ' ={A, B, 2 }:

0 | (a20)  (e,20) (a,4) (bz) (bA4)

qo | (qo, Az) (g3,¢€) (q1,¢)
q (q2,¢)

qz

g3 (QO, AZO)

Ejercicio 5.10. Disefiar un APND que sea un reconocedor del lenguaje generado por la
gramatica indicada por las siguientes reglas:

I1— aABB,
I - adA,
A — aBB,
A — e,

B — bBB,
B —a.

Ejercicio 5.11. Disenar una gramaéatica que sea correspondiente con el lenguaje generado
por el siguiente APND donde @ = {qo,q1}, X ={a,b}, ' ={a,20}, A= {q1 }:

6(qo, a, 20) = {(qo, a20)},
5(Q0>b7 a) = {(qoaaa)}v
8(qo, a,a) = {(q1,¢)}-

;, Qué tipo de gramatica se obtuvo?, jpor qué?
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Ejercicio 5.12. Demostrar el teorema 5.11.

Ejercicio 5.13. Dada las siguientes transiciones que definen una cierta relacién de transi-
cion:

6(go, a, 20) = {(qo, azo)},
(g0, a, A) = {(q0, A)},
6(qo, b, A) = {(q1,¢)},
6(q1,¢,20) = {(g3, )}

1. Determine el minimo @ y el minimo .

2. ;Cnual es el conjunto A?, jpor qué?

3. Hallar el lenguaje generado por este automata.

4. ;El autémata cumple las condiciones del teorema 5.137

5. Investigar qué debe hacerse para hallar un autémata equivalente que las cumpla.

6. Hallar una gramatica independiente del contexto que genere el mismo lenguaje que
este iltimo autéomata.

Ejercicio 5.14. Probar que si Lg es un lenguaje independiente del contexto y L; es regular,
entonces Lo N L; es un lenguaje independiente del contexto (sugerencia: considere un APND
que sea un reconocedor de Ly y un autémata de estado finito que sea un reconocedor de L.
Mediante una adecuada combinacion de ellos, construya un APND que sea un reconocedor
de Lo N Ll)

5.5. Notas bibliograficas

Los autématas de pila son presentados en Hopcroft y Ullman [1997] y Kelley [1995].
El ejemplo 5.9 y el ejercicio 5.14 fueron tomados de [Kelley 1995]. La demostracién del
teorema 5.13 es un reordenamiento de la demostraciéon presentada por [Kelley 1995].






Capitulo 6
Complejidad algoritmica

Una vez establecido qué problemas, funciones o lenguajes son computables, la teoria de
la complejidad algoritmica clasifica estos objetos de acuerdo con la cantidad de recursos
necesarios para computarlos. En el contexto de la complejidad algoritmica es necesario
precisar los siguientes elementos: (i) Objetos a computar, (ii) Modelo(s) de computacién
empleado(s), (iii) Modos de computacion, (iv) Recursos a acotar y (v) Funciones de
complejidad.

Iniciamos nuestro trabajo en modo de computaciéon determinista y en un modelo de
computaciéon denominado méquinas de Turing k-cintas.

6.1. Maquinas de Turing k-cintas

La idea intuitiva de una méquina de Turing k-cintas es la de una méaquina de Turing
que opera simultdneamente con k cintas de trabajo, en donde existe una cabeza de lectura-
escritura para cada cinta.

Definicién 6.1 (Méquina de Turing k-cintas). Definimos formalmente una maquina de
Turing determinista k-cintas, para k > 1, mediante la estructura matemaética

MTk - <Q7 27M7I>7
donde:

(i) @, ¥y M son los mismos conjuntos que para una maquina de Turing.
(ii) I es una funcién definida de @ x X% en X% x M* x QU {qv, qn'}.

Al definir I como un conjunto finito de instrucciones I = {ig,1,%2,...,4p}, cada i;
es una (3k + 2)-tupla de la forma: ¢n, Sm; ... Smy Sny --- Sn, M1 ... Mg Gy, donde
Im € Q, gn € QU{qv,an}, Sm;s Sn; € Xy m; € M; ademds los estados {qy,qn} ¢ Q (estos
estados seran usados para la definicién de lenguajes recursivos y lenguajes recursivamente
enumerables presentadas a continuacion).
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6.2. Lenguajes recursivos y lenguajes recursivamente enume-
rables

Los objetos para los cuales se van a definir las cotas en los recursos son los lenguajes
formales.

Definicién 6.2 (Lenguaje recursivamente enumerable). Sea ¥ una alfabeto de una maquina
de Turing k-cinta MTy y sea L C (X — {{J})* un lenguaje. Se dice que la maquina MTj
acepta el lenguaje L si para todo o € (¥ — {{J})* se cumple:

1. Si a € L, entonces, la maquina MT, se detiene en el estado gy .

2. Si a ¢ L, entonces, la maquina no se detiene en qy. Esto permite tres posibilidades:

a) MTy se detiene en el estado gy .
b) MTj se detiene en un estado diferente a gy y a gqn.

¢) MTj no se detiene.

Asi, si existe una MTj que acepte el lenguaje L, entonces se dice que el lenguaje L es
recursivamente enumerable.

Una clase particular de lenguajes recursivamente enumerables son los lenguajes recursivos
en los que la maquina de Turing siempre se detiene.

Definicién 6.3 (Lenguaje recursivo). Sea X una alfabeto de una maquina de Turing k-cinta
MTy y sea L C (X — {J})* un lenguaje. Se dice que la méquina MTy decide el lenguaje L
si para todo a € (¥ — {{J})* se cumple:

1. Si a € L entonces la maquina MT}, se detiene en el estado gy .
2. Si a ¢ L entonces la maquina MTy, se detiene en el estado gy .
Asi, si existe MTy que decida el lenguaje L, entonces, se dice que el lenguaje L es recursivo.

Enunciamos sin demostracion el siguiente teorema, debido a que es una instancia
particular del teorema 2.44.

Teorema 6.4. Todo lenguaje recursivo es una lenguaje recursivamente enumerable.

Ejemplo 6.5. Sea L un lenguaje palindromo, es decir, para toda o € L, a = a~!. Se
presenta el comportamiento de la maquina de Turing 2-cintas MTy que acepta a L, dejando
los detalles de construccién de la maquina al lector (ejercicio 6.1).

Al inicio la maquina tiene la palabra

B =a1as...0m_10m0mdm_1 ... 0201
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cinta; | ag a9 am—1 | am Am—1 | .- ai a9
/]\
cintap [T | ] | | ] | |

Tabla 6.1: Aceptacién para L palindromo por MTy (1).

cinta; | ag a9 aAm_1 | am Am—1 | .- ao aq
cintas | ag a9 aAm_1 | am Am—1 | .- ao aq

Tabla 6.2: Aceptacién para L palindromo por MTy (2).

en la cintaq, como lo indica la tabla 6.1.
A continuacién la maquina copia la palabra  en la cintas, como lo indica la tabla 6.2.
Después la maquina mueve la cabeza; a la posicion inicial como lo indica la tabla 6.3.
Después, la maquina compara la palabra

aijag ...Am—-10madmadm—1 ... a20a1
de la cinta;, con la palabra
a1ag ...am—-10mamdm—1 -..a20a1

de la cintag. Esta comparacién se realiza moviendo la cabeza; a la derecha y la cabezas a la
izquierda a medida que se van leyendo los simbolos, como lo indica la tabla 6.4.

Finalmente, si la comparacién es exitosa, la maquina pasa al estado gy y se detiene; de
lo contrario, la maquina pasa al estado gy y se detiene.

6.3. Complejidad temporal determinista

El primer recurso de computacién que vamos a analizar es el tiempo.

Definicién 6.6 (Complejidad temporal para MTy). Sea MT; una maquina de Turing
k-cintas. El tiempo requerido para computar una entrada a € (X — {{J})* es el niimero de
pasos necesarios para que la maquina MT se detenga, cuando al inicio en la cinta; esta la
palabra .

Sea T : N — N una funcién. Se dice que la maquina MTj, opera con limite temporal T'(n),
si para toda o € (X — {{J})* el tiempo requerido para procesarla estd dado por T'(I(«)),
donde [(«) es la longitud de la palabra a.

Como es de esperarse que cualquier maquina de Turing k-cintas requiera al menos n + 1

pasos para procesar una palabra de longitud n, entonces, en realidad el limite temporal T'(n)
significa: el maximo entre n + 1y T'(n). Es decir, nuestra convencién serd

T(n) < max(n + 1, [T(n)]).

Ejemplo 6.7. Sea una maquina de Turing k-cintas con limite temporal T'(n) = n logs n.

De acuerdo con la convencién T'(n) dof méax(n + 1,[T(n)]) tenemos por ejemplo que
T(1) = max(2,0) = 2, T'(2) = max(3,2) = 3 y T(3) = méx(4, 4 logy 3) = 4 log, 3. Cuando
seleccionar n + 1 6 nlog, n, estd sujeto a los comportamientos de ambas funciones, tal como
lo indica la figura 6.1.

Definicidn 6 R ((lace de compleiidad temnoral) SRea 7, 111 lenociiaie acentado por 11ma.
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cinta; | ag a9 am—1 | am am—1 | .- ag aj
cintas | ap ao aAm—_1 | am Am—1 | .- ao aq

Tabla 6.3: Aceptacién para L palindromo por MTy (3).

cinta; | ag ag e am—1 | am am—1 | .- ao aj
cintag | ag a9 e am—1 | am am—1 | .- ao aj
cinta; | ag a9 e aAm—1 | am am—1 | .- ao aj
cintas | aj ay A am—1 | am Am—1 | .- a9 al

Tabla 6.4: Decision para L palindromo por MTy (4).

Ejemplo 6.9. Para el lenguaje presentado en el ejemplo 6.5, calculemos T'(n). Inicialmente
supongamos que /() = n. El copiar la palabra en la cintag requiere n + 1 operaciones.
El llevar la cabeza; hasta el final de la cinta; requiere n + 1 operaciones. Finalmente, el
comparar las dos cintas requiere n + 1 operaciones. Por lo tanto T'(n) = 3n + 3, es decir,
si L es un lenguaje palindromo, entonces, L € TIEMPOD(3n + 3).

6.4. Notacion asintotica

En el contexto de la complejidad algoritmica no estamos preocupados por las constantes
multiplicativas o aditivas de las funciones de complejidad f(n), por lo tanto, para representar
éstas usualmente se utiliza la notacion asintética. Para efectos de completitud se presentaran
las tres notaciones asintéticas méas usuales; sin embargo, sélo se trabajara con una de ellas.

La notacién O denota una cota superior asintética. Sea g(n) una funcién, con O(g(n))
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nlog,n

n+1

Figura 6.1: T'(n) = max(n+ 1, [T'(n)]).

se denota el conjunto de funciones asintéticamente acotadas superiormente por g(n).

Definicién 6.10 (Notacién 0). O(g(n)) = {f(n) | existen constantes positivas ¢ y ng tal
que 0 < f(n) < cg(n), para todo n > ng}.

La convencién f(n) = O(g(n)), indica que f(n) € O(g(n)). La figura 6.2 muestra el
significado de la notacion O.

La notacién € denota una cota inferior asintética. Sea g(n) una funcién, con Q(g(n)) se
denota el conjunto de funciones asintéticamente acotadas inferiormente por g(n).

Definicién 6.11 (Notacién Q). Q(g(n)) = {f(n) | existen constantes positivas ¢ y ng tal
que 0 < cg(n) < f(n), para todo n > ng}.

La convencién f(n) = Q(g(n)), indica que f(n) € Q(g(n)). La figura 6.3 muestra el
significado de la notacién §Q.

La notacién © denota una cota asintdtica. Sea g(n) una funcién, con ©(g(n)) se denota
el conjunto de funciones asintéticamente acotadas por g(n).

Definicién 6.12 (Notacién ©). ©(g(n)) = {f(n) | existen constantes positivas ¢, ca2 y ng
tal que 0 < c19(n) < f(n) < cog(n), para todo n > ng}.

La convencién f(n) = ©(g(n)), indica que f(n) € O(g(n)). La figura 6.4 muestra el
significado de la notaciéon ©.

A continuacién, sin demostracion enunciamos los siguientes teoremas relacionados con
la notacién O.
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cg(n)

N

Figura 6.2: f(n) = O(g(n)).

Teorema 6.13. Si f : N — N es un polinomio de grado d, es decir, g(n) = agn® +
ag_1n? 1 -+ agn?, entonces f(n) = O(n?).

Lo que afirma el teorema anterior, es que con respecto al acotamiento superior de un
polinomio de grado d soélo es relevante el término que esta elevado a este grado.

Teorema 6.14. Si f : N — N es un polinomio, entonces f(n) = O(c"), para ¢ > 1.

Lo que afirma el teorema anterior, es que cualquier polinomio crece més despacio que
cualquier funcién exponencial de base mayor que 1.

De acuerdo con el teorema 6.13, la complejidad temporal del lenguaje presentado en el
ejemplo 6.9 es T'(n) = 3n + 3 = O(n). Se puede observar que las constantes multiplicativas
y aditivas son irrelevantes para la clase de complejidad temporal a la cual pertenece un
lenguaje.

6.5. Relaciones de complejidad temporal determinista

Es bastante importante preguntarse si la eleccién del modelo de computacion afecta o
no a la clase de complejidad temporal a la cual pertenece un lenguaje. Antes de presentar
un teorema que relaciona las complejidades temporales de una maquina de Turing k-cintas
y una maquina de Turing, presentemos un ejemplo de un lenguaje aceptado por maquinas
de Turing.

Ejemplo 6.15. Para el lenguaje presentado en el ejemplo 6.5, indiquemos el comportamiento
de una maquina de Turing que lo acepta, en donde dejamos los detalles de construccién de
la méaquina al lector (ejercicio 6.2).
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Ny

Figura 6.3: f(n) = Q(g(n)).

Al inicio la maquina tiene la palabra 8 = ajas ... Gm—10m@mam—1 ...a2a1 en la cinta.
A continuacién la maquina compara el primer y ultimo simbolo; los elimina, y después
compara el segundo simbolo con el pentltimo, y asi sucesivamente, como lo indica la
tabla 6.5. Finalmente, si las comparaciones fueron exitosas, la maquina pasa al estado gy y
se detiene; de lo contrario, la maquina pasa al estado gy y se detiene.

Sea () = n la longitud de la palabra . Para realizar la comporacién del primer y
altimo simbolo, la maquina necesita 2n + 1 pasos. Después la maquina tiene una palabra de
longitud n — 2 simbolos y la comparacion del primer y ultimo simbolo requiere 2(n — 2) 4 1
pasos. Después la maquina tiene una palabra de longitud n — 4 y la comparacién del primer
y ultimo simbolo requiere 2(n — 4) pasos. Y asi sucesivamente. Entonces la funcién de
complejidad temporal viene dada por

T(n) = ; 2(n—2i) +1
i=0
_(n+1)(n+2)
B 2
= 0(n?).

Es decir, si un lenguaje palindromo L se acepta con una maquina de Turing, entonces,
L € TIEMPO(0(n?)). Pero si el lenguaje L se acepta con una maquina de Turing 2-cintas,
entonces, L € TIEMPO(0(n)). Esta situacién se generaliza con el siguiente teorema.

Teorema 6.16. Si L es un lenguaje aceptado por una mdquina de Turing k-cintas MTy,
que opera con limite temporal T'(n), entonces existe una mdquina de Turing MT con limite
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Ny

Figura 6.4: f(n) = ©(g(n)).
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al an PN Am—1 A, Am—1 PN an a1
al a9 e Am—1 A, Am—1 . a9 al
an e Am—1 A, Am—1 e an
an e Am—1 A, Am—1 e an
A,

Tabla 6.5: Decisién para L palindromo por una MT.

temporal O(T(n)?) que acepta a L.

El teorema anterior expresa que nuestro modelo inicial de computabilidad (la méquina
de Turing), también es un buen modelo de complejidad algoritmica desde el punto de vista
del recurso tiempo, pues una maquina de Turing k-cintas s6lo nos proporciona una ganancia
de orden polinomial con respecto a una maquina de Turing.

Ahora continuemos nuestro trabajo analizando el recurso espacial. Es decir, vamos a pre-
sentar algunos aspectos de complejidades algoritmicas espaciales. Inicialmente presentaremos
el modelo de computacién denominado méaquina de Turing (k, 1)-cintas.

6.6. MaAaquinas de Turing (k, 1)-cintas

La idea intuitiva detrds de una maquina de Turing (k, 1)-cintas es la de una maquina
de Turing (k+1)-cintas, la cual tiene una cinta de sélo lectura y k cintas de trabajo; es
decir, contiene k cintas de lectura y escritura; de ahi la nomenclatura: maquina de Turing
(k, 1)-cintas.

La idea de fijar una cinta de lectura, consiste en considerar que esta cinta no afectara el
calculo de la complejidad espacial de la méquina, pues, para una entrada de tamano n, no
se tendra en cuenta el espacio ocupado por la entrada sino inicamente el espacio requerido
para procesarla.
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6.7. Complejidad espacial determinista

Definicién 6.17 (Complejidad espacial para MT;, 1)). Sea MT ;1) una maquina de Turing
(k, 1)-cintas. El espacio requerido para computar una entrada « € (X — {0} )* es el maximo
de celdas utilizadas por cualquiera de la k cintas de trabajo para que la maquina MT 1) se
detenga, cuando al inicio en la cinta de lectura estd la palabra .

Sea S : N — Nuna funcién. Se dice que la méquina MT 4 1) opera con limite espacial S (n),
si para toda a € (X — {{J})* el espacio requerido para procesarla estd dado por S(I(«)),
donde I(«) es la longitud de la palabra a.

Como es de esperarse que cualquier maquina de Turing (k, 1)-cintas requiere al menos
una celda de alguna de las k cintas de trabajo para procesar una palabra de longitud n,
entonces, en realidad el limite espacial S(n) significa el méximo entre 1 y S(n). Es decir,

nuestra convencion sera

S(n) ¥ max(1, [S(n)]).

Ejemplo 6.18. Sea una maquina de Turing (k, 1)-cintas con limite espacial S(n) = logy n.

De acuerdo a la convencién S(n) e méax(1, [S(n)]), tenemos por ejemplo que: S(1) =

max(1,0) =1, S(2) = max(1,1) = 1 y S(3) = méx(1, log, 3) = logy 3. Cuando, seleccionar 1
o logo n, estd sujeto a los comportamientos de ambas funciones, tal como lo indica la
figura 6.5.

log, 1

Figura 6.5: S(n) = max(1,[S(n)]).

Definicién 6.19 (Clase de complejidad espacial para un lenguaje). Sea L un lenguaje
aceptado por una maquina de Turing (k, 1)-cintas con limite espacial S(n). Decimos entonces
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que L pertenece a la clase de complejidad temporal denominada ESPACIOD(S(n)). La clase
ESPACIOD(S(n)) es el conjunto formado por todos los lenguajes aceptados por maquinas
de Turing (k, 1)-cintas con limite espacial S(n).

Ejemplo 6.20. Para el lenguaje presentado en el ejemplo 6.5, calculemos S(n). Inicialmente
supongamos que n es la longitud de la palabra inicial y que vamos a operar sobre una
mdquina de Turing MT 3 1), es decir, sobre una maquina de Turing que contiene una cinta
de lectura y dos cintas de trabajo.

Indiquemos el comportamiento de la maquina de Turing (2, 1)-cintas MT 5 ;) que acepta
a L, donde dejamos los detalles de construccién de la maquina al lector (ejercicio 6.3).

La méaquina va a operar con dos contadores 7, j escritos en binario en las cintas de
trabajo. La cinta; representara el contador 7 y la cinta; representara el contador j. La
maquina realiza dos bucles; un bucle externo desde ¢ = 1 hasta ¢ < n, y un bucle interno
desde 7 = 1 hasta j < 7. En cada iteracién del bucle interno la maquina compara los
valores ¢ y j. Si ¢ < j, incrementa el valor de j en uno. Si ¢ = j, la maquina compara el
i-ésimo simbolo de izquierda a derecha con el j-ésimo simbolo de derecha a izquierda de
la palabra de entrada. Si la comparacién es exitosa, entonces la maquina regresa al bucle
externo; de lo contrario la maquina pasa al estado gy y se detiene. Si la maquina finaliza el
bucle externo, la maquina pasa al estado gy y se detiene.

Esta maquina requiere como méximo escribir el niimero n en notacién binaria en
las cintas de trabajo (cinta;, cinta;), por lo tanto, su limite espacial S(n) esta dado por
S(n) = logsn = O(logyn).

6.8. Relaciones de complejidad espacial entre los modelos de
computaciéon determinista

De nuevo es importante preguntarse si la eleccién del modelo de computacién afecta o
no la clase de complejidad espacial a la cual pertenece un lenguaje dado.

Teorema 6.21. Si L es un lenguaje aceptado por una mdquina de Turing k-cintas MTy,
que opera con limite espacial S(n), entonces existe una maquina de Turing (k,1)-cintas
MT 11y con limite espacial O(S(n)) que acepta a L.

Demostracion. La maquina MT ;1) copia la palabra de entrada en la primera cinta de
trabajo y entonces puede operar como la maquina MTg. O

Teorema 6.22. Si L es un lenguaje aceptado por una mdquina de Turing (k,1)-cintas
MT 1,1y que opera con limite espacial S(n), entonces existe una mdquina de Turing (1,1)-
cintas MT q 1y con limite espacial O(S(n)) que acepta a L.

Demostracion. (indicacién)
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Sea X el alfabeto de la maquina MT ;). Es posible considerar los simbolos de las k
cintas de trabajo de la mdquina MT; ;) como k-tuplas de Y*. Estas k-tuplas pueden ser
codificadas por una alfabeto ¥’ de 2* sfmbolos. Entonces se contruye una maquina MT (11

que opere con el alfabeto ¥’ de forma equivalente a como opera la miquina MT (1) con las
k-tuplas. ]

Teorema 6.23. Si L es un lenguaje aceptado por una mdquina de Turing (1,1)-cintas
MT 1,1y que opera con limite espacial S(n), entonces eviste una mdquina de Turing MT con
limite espacial O(S(n)) que acepta a L.

Demostracion. (indicacién)
Para obtener la maquina MT se sigue un esquema de codificacién similar al empleado
en la demostracién del teorema 6.22. O

De nuevo lo que indican los teoremas 6.21, 6.22 y 6.23 es que nuestro modelo inicial
de computabilidad (la maquina de Turing), también es un buen modelo de complejidad
algoritmica, desde el punto de vista del recurso espacial, pues una maquina de Turing
(k, 1)-cintas sélo proporciona una ganancia de orden constante con respecto a una maquina
de Turing.

Menciondbamos al comienzo de este capitulo que uno de los aspectos importantes que
debemos considerar en la teoria de complejidad es el modo de computacién. Pero hasta el
momento so6lo hemos estudiado el modo de computacién determinista. Abordamos ahora el
estudio del modo de computaciéon no determinista.

6.9. MaAaquina de Turing no determinista

Desde una perspectiva intuitiva podemos decir que una maquina de Turing no determi-
nista es un maquina de Turing que puede seleccionar de un conjunto finito de posibilidades
una accion o instrucciéon para ejecutar.

Definicién 6.24 (Maquina de Turing no determinista). Definimos una maquina de Turing
no determinista por la estructura matemaética

MTN = (Q, %, M, I),
donde:

(i) @, ¥y M son los mismos conjuntos que para una maquina de Turing.

(ii) I es una relacién definida de @ x ¥ en X x M x QU {qy,qn}, es decir, I C @Q x ¥ X
ExMxQU{gy,qn}-
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La diferencia esencial entre las definiciones formales de una maquina de Turing y una
maquina de Turing no determinista radica en el simbolo I. En la primera, I es una funciéon
parcial, esto es, I : Q x ¥ — X X M x QU {qy, qn}, mientras que en la segunda, I es una
relacion, estoes, ] CQ x X X X x M X QU {qy,qn}-

Esta diferencia hace que las computaciones de una maquina de Turing no determinista
presenten la forma de un arbol de computacion, como se indica en la figura 6.6, mientras
que las computaciones de una maquina de Turing presentan la forma de una linea de
computacién, como se indica en la figura 6.7.

N AN

Figura 6.6: Arbol de computacién: méquinas de Turing no deterministas.

Tiempo

|

@ +— 0

Figura 6.7: Linea de computaciéon: maquinas de Turing.

6.10. Complejidad temporal y espacial no determinista

Definicién 6.25 (Aceptacién de lenguajes por MTN). Sea ¥ una alfabeto de una méaquina
de Turing no determinista MTN y sea L C (X — {{J})* un lenguaje. Se dice que la maquina
MTN acepta el lenguaje L si para todo a € (X — {{J})* se cumple que:

1. Si a € L, entonces, existe al menos una posible seleccion de acciones de la méquina
MTN tal que ésta se detiene en el estado gy .
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2. Si a ¢ L, entonces, para cualquier posible accién de la méaquina MTN, ésta no se
detiene en el estado qy.

Definicién 6.26 (Complejidad temporal y espacial para MTN). Sea una méquina de Turing
no determinista MTN. El tiempo requerido para computar una entrada « € (X — {{J})*
es el maximo de niimero de pasos necesarios para que la maquina MTN se detenga, bajo
cualquier posible seleccion de acciones de la maquina, cuando al inicio en la cinta esta la
palabra «. Es decir, el tiempo requerido para computar « es la longitud del camino mas
largo en el arbol de computaciéon de la maquina.

En otras palabras, el espacio requerido para computar una entrada o € (3 — {{J})* es
el maximo de celdas utilizadas por cualquiera de las posibles acciones de la maquina, de
modo tal que ésta se detenga cuando al inicio en la cinta esta la palabra a.

Sea T : N — N una funcién. Se dice que la maquina MTN opera con limite temporal T'(n)
si para toda o € (X — {{J})* el tiempo requerido para procesarla estd dado por T'(I(«)),
donde [(«) es la longitud de la palabra a.

Sea S : N — N una funcién. Se dice que la maquina MTN opera con limite espacial S(n)
si para toda o € (X — {{J})* el espacio requerido para procesarla estd dado por S(I(«)),
donde () es la longitud de la palabra .

Definicién 6.27 (Clases de complejidad no deterministas). Si L es un lenguaje aceptado
por una maquina de Turing no determinista con limite temporal T'(n), entonces decimos
que L pertenece a la clase de complejidad temporal denominada TIEMPON(T'(n)). La clase
TIEMPON(T'(n)) es el conjunto formado por todos los lenguajes aceptados por maquinas
de Turing no deterministas con limite temporal 7'(n).

Si L es un lenguaje aceptado por una maquina de Turing no determinista con limite
espacial S(n), entonces se dice que L es un miembro de la clase de complejidad espacial
ESPACION(S(n)). La clase ESPACION(S(n)) es el conjunto formado por todos los lenguajes
aceptados por maquinas de Turing no deterministas con limite espacial S(n).

6.11. Relaciones entre clases de complejidad

Existen algunas relaciones de inclusién entre las clases de complejidad temporal y
espacial en los modos de computacién determinista y no determinista que presentamos
a continuacién. Inicialmente presentamos las relaciones entre las clases de complejidad
espacial determinista y no determinista.

Teorema 6.28. Si L € ESPACIOD(S(n)), entonces L € ESPACION(S(n)). Es decir,
ESPACIOD(S(n)) € ESPACION(S(n)).

Demostracion. Toda méquina de Turing determinista es una maquina de Turing no de-
terminista especial en donde esta tltima sélo tiene una posible accién en su conjunto de
posibles acciones. Luego, si una maquina de Turing determinista tiene limite espacial S(n),
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la misma maquina considerada como una méaquina de Turing no determinista tiene limite
espacial S(n). O

Para poder presentar el préximo teorema necesitamos dos definiciones. Estas definiciones
estan pensadas para elimininar ciertas funciones “patologicas” presentes en el conjunto de
posibles funciones de complejidad espacial.

Definicién 6.29 (Funcion espacialmente construible). Sea S : N — N una funcién. Se dice
que la funcién S(n) es espacialmente construible si existe una maquina de Turing MT con
limite espacial S(n), tal que, para todo n existe una entrada a con [(a) = n, la maquina
MT utiliza S(n) celdas.

Ejemplo 6.30. La funcién logy n es espacialmente construible. Sea MT ;1) una méquina
de Turing con una cinta de lectura y una cinta de trabajo, y sea a = a1 ... a,. La maquina
por cada simbolo a; escribe en la cinta de trabajo correspondiente el digito ¢ en binario. La
maquina MTj jy tiene limite espacial logy 1, donde n = I(a). Entonces, por el teorema 6.23
existe una maquina de Turing MT con limite espacial logy n equivalente a la maquina
MT (1 1)

Teorema 6.31. Si f(n) y g(n) son funciones espacialmente construibles, entonces las
funciones f(n) + g(n), f(n)g(n) y 2/ son espacialmente construibles.

Demostracion. Ejercicio 6.4. ]

Definicién 6.32 (Construccién de manera completa). Sea S : N — N una funcién. Se dice
que la funcién S(n) es espacialmente construible de manera completa si existe una maquina
de Turing MT con limite espacial S(n), tal que, para todo n y para toda entrada a con
l(a) = n, la mdquina MT utiliza S(n) celdas.

Teorema 6.33. Si f(n) es una funcion espacialmente construible y f(n) > n, entonces la
funcion f(n) es espacialmente construible de manera completa.

Demostracion. Ejercicio 6.5. 0

Teorema 6.34 (Teorema de Savitch). Si L € ESPACION(S(n)), la funcion S(n) es espa-
cialmente construible de manera completa y S(n) < logyn, entonces

L € ESPACIOD((S(n))?).

Demostracion. Ejercicio 6.7. O

Presentemos ahora las relaciones entre las clases de complejidad temporal determinista
y no determinista.

Teorema 6.35. Si L € TIEMPOD(T'(n)), entonces L € TIEMPON(T'(n)). Es decir,
TIEMPOD(T(n)) € TIEMPON(T (n)).



196 Complejidad algoritmica

Demostracion. De la demostracion del teorema 6.28, sabemos que si una maquina de Turing
determinista tiene limite temporal T'(n), entonces la misma maquina considerada como una
maquina de Turing no determinista tiene limite espacial T'(n). O

Teorema 6.36. Si L € TIEMPON(f(n)), entonces existe una constante d tal que L €
TIEMPOD(d/™). Es decir, TIEMPON(f(n)) € TIEMPOD(d/(™).

Demostracion. Si se conoce el nimero de estados, el nimero de simbolos del alfabeto y la
complejidad temporal de una maquina de Turing no determinista, es posible conocer el
nimero maximo de descripciones instantdneas de la maquina, y por ende, es posible conocer
el nimero méaximo de celdas necesarias para decidir un lenguaje.

Sea MTN una maquina de Turing no determinista con limite temporal T'(n). En T'(n)

movimientos la maquina puede inspeccionar como méximo 7'(n) + 1 celdas. Si la méquina
N . o ST+ .
tiene X simbolos, entonces existen como maximo X cadenas de longitud T'(n) 4+ 1 de

simbolos de X.. La cabeza de lectura-escritura puede estar en cualesquiera de las T'(n) + 1

celdas, y para cada cadena el estado actual puede ser uno de los @) estados. Por lo tanto, el
= =T (n)+1
nimero méximo de descripciones instantdneas para MTN es Q(T'(n) + 1)X " . Luego,
= =T (n)+1
existe ¢ tal que ¢ > Q(T(n)+1)% ") ; es decir, el nimero de descripciones instantaneas

de MTN est4 limitado por ¢,

Una maquina de Turing MT puede simular una MTN que acepta o no un lenguaje
de la siguiente manera. A partir de la descripcién instantdnea inicial, se genera sobre la
cintas las descripciones instantaneas que se pueden alcanzar en un paso de computacién
de MTN; a partir de éstas, genera las que se pueden alcanzar en el siguiente paso de
computacion de MTN, y asi sucesivamente hasta T'(n) pasos de computacion de MTN. Sea
T(n) 4+ 2 la longitud de una descripcién instantanea, pues una maquina en 7'(n) pasos
puede escribir T'(n) + 1 simbolos y afiadimos el simbolo del estado actual. Para generar una
descripcién instantdnea son necesarios 3(7'(n) + 2) pasos; esto incluye escribir sus simbolos
vy buscar el estado ¢y; si lo encuentra termina la simulacién; de lo contrario, genera la
siguiente descripcién instantdnea. De cada descripcién instantdnea hay como maximo ¢!
descripciones instantaneas siguientes y como existen 7'(n) pasos de computacion, la cantidad
total de movimientos es 3(T'(n) + 2)T(n)c’ ™. Por lo tanto, existe una constante d tal que
dT > 3(T(n) + 2)T(n)cT ™, O

Los teoremas que presentamos a continuacién presentan las relaciones entre las clases
de complejidad temporal y espacial deterministas.

Teorema 6.37. Si L € TIEMPOD(f(n)), entonces L € ESPACIOD(O(f(n))). Es decir,
TIEMPOD(f(n)) C ESPACIOD(O(f(n))).

Demostracion. Si una maquina de Turing realiza a lo sumo f(n) pasos de computacion,
entonces ésta puede utilizar a lo sumo f(n) + 1 celdas de su cinta. O
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Teorema 6.38. Si L € ESPACIOD(f(n)) y f(n) < logyn, entonces existe una constante c
tal que L € TIEMPOD(c/(™). Es decir, la clase ESPACIOD(f(n)) estd contenida en la clase
TIEMPOD(c/ ™).

Demostracion. Si se conoce el nimero de estados, el nimero de simbolos del alfabeto y la
complejidad espacial de una maquina de Turing, es posible conocer el nimero maximo de
descripciones instantaneas de la maquina, y de alli conocer el nimero maximo posible de
pasos que la maquina puede realizar para decidir un lenguaje.

Sea MT una maquina de Turing con limite espacial f(n). Esta maquina puede escribir

, . S o [
simbolos en un espacio de f(n) de celdas de X ) formas distintas; ademas, para cada una de

estas formas, la maquina puede estar en Q estados diferentes y la cabeza de lectura-escritura

puede estar en f(n) posiciones diferentes. Por lo tanto el nimero méximo de descripciones

instantdneas para MT estd dado por 5 f (n)ff(n).

Si, f(n) < log, n, entonces existe ¢ tal que ¢f (™ > 5f(n)§f(n) para toda n > 1. Por lo
tanto el ntmero maximo de descripciones instanténeas tiene limite superior ¢/(™; de donde
se concluye que una maquina de Turing que sea capaz de ejecutar todas estas posibles
descripciones instantdneas debe tener como limite temporal TIEMPOD(¢/ (™). O

La tabla 6.6 presenta las relaciones entre las clases de complejidad indicadas por
los teoremas 6.28, 6.34, 6.35, 6.36, 6.37 y 6.38. Las restantes relaciones entre clases de
complejidad pueden ser obtenidas a partir de esta tabla.

Relacién

ESPACIOD(S(n)) € ESPACION(S(n))
ESPACION(S(n)) € ESPACIOD((S(n))?)

si S(n) es una funcién espacialmente construible
de manera completa y S(n) > logyn
TIEMPOD(Z(n)) C TIEMPON(T (n))
TIEMPON(f(n)) C TIEMPOD(d/™)
TIEMPOD(f(n)) € ESPACIOD(O(f(n)))
ESPACIOD(f(n)) € TIEMPOD(c/™)

si f(n) <logyn

Espacial

Temporal

Determinista

Tabla 6.6: Relaciones entre las clases de complejidad.

6.12. Problemas intratables

La clasificacion de los problemas en tratables e intratables, puede realizarse desde dos
perspectivas, a saber: temporal o espacial. En esta seccién s6lo consideraremos la primera de



198 Complejidad algoritmica

ellas. Aunque todos los problemas computables sean, en teoria, tratables, desde un punto de
vista practico las cosas son diferentes. Asi, en la practica los problemas con limite temporal
polinémico son considerados tratables y los que tienen limite temporal exponencial son
considerados intratables.

Pasemos a realizar ciertas consideraciones importantes sobre el tema que nos ocupa, lo
cual nos llevard a generar un conjunto de definiciones y teoremas importantes en el contexto
de la complejidad algoritmica.

Existe en este contexto una importante clase de lenguajes que se pueden aceptar en
modo determinista en tiempo polinémico, denominada la clase P.

Definicién 6.39 (Clase P).
P = [ J TIEMPOD(n").
i>1

Otra clase importante de lenguajes en este contexto, son los que se pueden aceptar en
modo no determinista en tiempo polinémico, denominada la clase NP.

Definicién 6.40 (Clase NP).

NP = | ] TIEMPON(n").
i>1

Desde el punto de vista de los problemas de decisién, es decir, aquellos problemas en
los cuales se espera una respuesta “SI” o una respuesta “NO”, la diferencia entre entre la
clase P y la clase NP puede ser vista como la diferencia entre encontrar la respuesta correcta
(clase P) y probar que una posible respuesta es la correcta (clase NP). Intuitivamente es
mas facil probar que una respuesta es la correcta que encontrar la respuesta correcta.

Aunque las clases P y NP son clases de lenguajes, hemos presentado una diferencia
intuitiva entre ellas en términos de problemas de decision. Cualquier problema de decision
puede ser visto como el problema de aceptar un cierto lenguaje construido bajo una
codificacion del problema de decision en cuestién. Por esta razén hablaremos sin distincion
de problemas de aceptacién de lenguajes o de problemas de decision.

Un problema importante que pertenece a la clase NP es el problema de la satisfactibilidad.
Este problema jugard un papel muy importante en una clase de problemas que llamaremos
NP-completos.

Ejemplo 6.41 (Problema de la satisfactibilidad). Sea X = {z1,...,z,} un conjunto de
variables booleanas y sea t : X — {0, 1} una asignacién de valores de verdad para X; donde,
t(x) = 0 significa que x es “falsa” y t(x) = 1 significa que z es “verdadera”. Si x € X
entonces x y T son literales sobre X. El literal T representa el opuesto de x, es decir T es
“verdadero” bajo t si y sOlo si x es falso bajo t. Una clausula sobre X es una disyuncién de
literales sobre X. Una clausula se dice satisfactible si existe una asignaciéon de valores de
verdad ¢ para sus variables, tal que la cldusula sea “verdadera”. Un conjunto de cldusulas
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sobre X se dice satisfactible si existe una asignacién de valores de verdad t que satisface
simultaneamente todas las clausulas del conjunto.

Por ejemplo, el conjunto formado por las tres clausulas C = {x1,29 V T3,21 V 23} es
satisfactible, pues la asignacién de valores de verdad ¢(z1) = t(z2) = 1 y t(x3) = 0, hace
verdaderas cada una de las clausulas del conjunto.

Por otra parte, el conjunto de clausulas C' = {z1,%1 VT2, T1Vx2} no es satisfactible, pues
no existe ninguna asignacion de valores de verdad t que haga las tres clausulas verdaderas
simultaneamente.

El problema de la satisfactibilidad (representado como SAT) consiste en decidir si un
conjunto de cldusulas arbitrario es o no es satisfactible. El problema SAT € NP. Para
expresar el problema de decision SAT como el problema de aceptar un lenguaje Lgar,
realizaremos la siguiente codificacién. Cada literal de la forma x; se codifica como &1y
donde 7, es la representacién en binario del ntimero i. Cada literal de la forma T; se codifica
como —&i; donde iy es la representacién en binario del nimero i. Entonces el alfabeto para
Lgar estéd definido por ¥ = {V,—,&,0,1} U{, } v el lenguaje Lgar, estd definido por

Lgat = { @ € ¥* | a representa un conjunto satisfactible de cldusulas } .

Dada o € ¥* necesitamos saber si, a € LgaT, lo cual consiste en el problema de aceptar un
lenguaje. Entonces afirmamos que Lgar € NP.

Dado un conjunto de cldusulas codificado y una asignacién de valores de verdad para
sus variables, es posible evaluar su valor de verdad en tiempo polinémico. Entonces una
maquina de Turing no determinista que seleccione una posible asignaciéon de valores de
verdad para las variables de un conjunto de clausulas codificado, puede decidir en tiempo
polinémico si este conjunto de clausulas es satisfactible, tal como lo indica la figura 6.8.

Seleccion de asignacion o

4

Ejecucién polinémica t . ton

A,
[ ] [

Figura 6.8: Arbol de computacién para una MTN para el problema SAT.

Por el teorema 6.35, tenemos que TIEMPOD(n*) C TIEMPON(n¥), luego P C NP. Uno
de los problemas mas importantes en el contexto de la complejidad algoritmica es decidir
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si la inclusion P C NP, es o no, una inclusién propia, lo cual es equivalente a decidir si
P =NP o P # NP.

P = NP equivale a decir que todo problema resuelto por una maquina de Turing no
determinista con limite temporal polinémico puede ser resuelto por una maquina de Turing
determinista con limite temporal polinémico. A partir del teorema 6.36 podemos afirmar
que todo problema resuelto por una méquina de Turing no determinista con limite temporal
polinémico, puede ser resuelto por una maquina de Turing determinista con limite temporal
exponencial; sin embargo, este teorema no elimina la posibilidad de encontrar la maquina
de Turing determinista con limite temporal polinémico.

Por otra lado, P £ NP equivale a decir que existe por lo menos un problema resuelto
por una maquina de Turing no determinista con limite temporal polinémico, que no puede
ser resuelto por una maquina de Turing determinista con limite temporal polinémico. Sin
embargo, hasta el momento no se conoce ningiin problema con estas caracteristicas.

Un concepto importante para determinar si un lenguaje pertenece a la clase P o a la
clase NP es el concepto de reducibilidad en tiempo polinémico.

Definicién 6.42 (Funcién computable en tiempo polinémico). Una funcién f se dice
computable en tiempo polindémico si existe una maquina de Turing con limite temporal
polinémico que la calcula.

Definicién 6.43 (Reduccién en tiempo polinémico). Un lenguaje L; es reducible en tiempo
polinémico a un lenguaje Lo, denotado por L1 <, Lo, si existe una funcién computable en
tiempo polinémico f tal que, f(«a) € Lo siy sblo si a € Ly.

Teorema 6.44. Si Ly € P y Ly <, Lo, entonces L1 € P.

Demostracion. Sea Ly € P decidible en tiempo polinémico pa(n) y sea Ly <, Lo en una
reduccién de tiempo polinomial f con limite temporal p;(n). Para decidir si o € L; se
reduce « por medio de f y se decide entonces si f(a) € Ly. Entonces decidir si o € Ly
tiene un limite temporal pa(p1(n)) el cual es un limite temporal polinémico; por lo tanto

L eP. ]
Teorema 6.45. Si Lo € NP y L1 <, Lo, entonces L1 € NP.
Demostracion. Ejercicio 6.8. O

Ademds de permitirnos reconocer lenguajes de las clases P o NP, el concepto de
reduccién en tiempo polinémico nos permite hablar de unas clases importantes de lenguajes,
denominados lenguajes C-completos y lenguajes C-dificiles.

Definicién 6.46 (Lenguaje C-dificil). Sea C una clase de lenguajes. Un lenguaje L se dice
C-dificil si para todo L' € C, L' <, L.

Definicién 6.47 (Lenguaje C-completo). Sea C una clase de lenguajes. Sea L un lenguaje
C-dificil. Se dice que L es un lenguaje C-completo si L € C.
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La clase de los problemas NP-completos es la clase de problemas NP que son equivalentes
por medio de una reduccién en tiempo polinémico. Por lo tanto, si se encuentra un solucién
determinista con limite temporal polindmico para cualquiera de los problemas en la clase
NP-completos, entonces se ha encontrado una solucién determinista con limite temporal
polinémico para todos los problemas NP-completos.

El primer problema que se establecié como NP-completo fue el problema SAT.

Teorema 6.48 (Teorema de Cook). Lgat € NP-completos.

Demostracion. (indicacién)

Como SAT es el primer problema NP-completo, es necesario demostrar que cualquier
problema NP es reducible en tiempo polindmico a SAT, es decir, es necesario demostrar que
si L € NP entonces L <, Lgat. El conjunto de problemas en NP es bastante diverso y tienen
como caracteristica comin el que para cada uno de ellos existe una maquina de Turing no
determinista con limite temporal polinémico que lo resuelve. Por lo tanto, para demostrar
que L <, Lsat, para cualquier L € NP es necesario construir una funcién f de tiempo
polinémico tal que si « € L, entonces f(«) € Lsar, y si a ¢ L, entonces f(a) ¢ Lsar. Es
decir, si a € L, entonces f(«) es una clausula satisfactible y si a ¢ L, entonces f(«) es una
clausala no satisfactible. La construccién de f se realiza con base en la maquina de Turing
no determinista que decide a L, por medio de una codificacién de todas sus descripciones
instantaneas posibles en un tiempo polinémico. O

Una vez establecido un primer problema NP-completo, para lograr demostrar que un
nuevo problema es NP-completo, basta con demostrar que el nuevo problema es NP y que
existe una reduccion en tiempo polinémico de un problema NP-completo al nuevo problema.
Esta propiedad la formalizamos mediante los siguientes teoremas.

Teorema 6.49. Si L1 € NP-completo y L1 <, L2, entonces Lo € NP-dificil.

Demostracion. Lo que necesitamos demostrar es que si L1 € NP-completo y L1 <, Lo,
entonces, para cualquier L € NP se tiene que L <, Lo.

Sea L € NP, sea L1 € NP-completo y Li <;, La. Como L; es NP-completo, existe una
reduccion de tiempo polinémico f; de L a Ly tal que a € L siy sélo si f(a) € Ly. Sea pi(n)
el limite temporal polinémico de la reduccién fi. Como L; <, Lo existe una reducciéon de
tiempo polinémico f de L1 a Ly tal que a € Ly siy sélo si f(a) € Lo. Sea pa(n) el limite
temporal polinémico de la reduccién fy. La funcién fo(f1(a)) es computable en tiempo
polinémico p2(p1(n)) y tiene el comportamiento de una reduccién en tiempo polinémico
de L a Lo, es decir, o € L si y sblo si fa(f1(a)) € Lo. Entonces para cualquier L € NP se
tiene que L <, Lo, de donde concluimos que Lo € NP-dificil. ]

Teorema 6.50. Si L1 € NP-completo, Ly € NP y Ly <, L2, entonces Ly € NP-completo.

Demostracion. Ejercicio 6.9. O
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Teorema 6.51. Una variante del problema SAT es el problema 3SAT. En este caso cada
clausula debe contener tres literales. El problema 3SAT € NP-completos.

Demostracion. Ejercicio 6.10. O

Podemos hallar problemas NP-completos en diversos campos como la légica, la teoria
de grafos, el disenio de redes, la teoria de automatas y lenguajes, entre otros. A continuacion
presentaremos un problema NP-completo de la teoria de grafos. Para lograr su presentacién
requerimos de algunas definiciones preliminares.

Definicién 6.52 (Digrafo). Un digrafo DG, es un modelo de un lenguaje L = {P?},
donde P? es un simbolo de predicado de aridez dos. En otros términos, un digrafo es una,
estructura matematica DG = (V, R), donde:

(i) V es un conjunto no vacio cuyos elementos llamamos vértices.

(ii) R es una relacién binaria definida sobre V (R C V x V).

Cada digrafo DG = (V| R) puede ser representado por medio de un diagrama, en donde
cada vértice v € V se representa por medio de un circulo etiquetado con el simbolo v, y
cada (v;,v;) € R se representa por medio de un arco trazado del vértice v; al vértice v.

Ejemplo 6.53. DGy = ({0,2,5,7,8},>), representado por la figura 6.9 es un digrafo finito.

Figura 6.9: Ejemplo digrafo finito.

Aunque un grafo G = (V, R) también es un modelo de un lenguaje L = {P}, donde P es
un simbolo de predicado de aridez dos, la diferencia entre un digrafo y un grafo consiste en
que este ultimo debe satisfacer un axioma no exigido al primero.

Definicién 6.54 (Grafo no dirigido). Un grafo no dirigido o simplemente un grafo G = (V, R)
es un modelo de un lenguaje L = { P2}, tal que G satisface el axioma de simetria para la
relacién R, es decir,

G EVaVy((z,y) € R= (y,z) € R).
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Cada grafo G = (V, R) puede ser representado por medio de un diagrama en donde cada
vértice v € V se representa por medio de un circulo etiquetado con el simbolo v y cada par
de elementos (vj,v;), (vj,v;) € R se representan por medio de una arista del vértice v; al
vértice v;.

Ejemplo 6.55. El siguiente objeto mateméatico es un grafo finito.

Ge = ({4, B,C, D}, R), donde,

R= {<A7 A)v (Av B)? (B, A), (07 D)? (Dv C)? (A7 C)v (Ca A)? (Bv D)7 (D7 B>}
El grafo Gy es representado por la figura 6.10.

QA B
C D

Figura 6.10: Ejemplo grafo no dirigido finito.

Nuestro siguiente problema NP-completo justamente es el problema del isomorfismo
de grafos. Sabemos que la relacién de isomorfismo es un relaciéon entre estructuras cuya
funcién esencial es reconocer y clasificar las que son estructuralmente idénticas. Igualmente
sabemos que toda propiedad o férmula que satisfaga una estructura debe satisfacer la otra.
Tales propiedades las denominamos invariantes.

Definicién 6.56 (Isomorfismo de grafos). Sean G = (V,R) y G' = (V' R") dos grafos
(digrafos). Decimos que G es isomorfo a G/, si y sélo si existe una funcién biyectiva ¢ : V. — V',
tal que:

(v1,v2) € R = (p(v1),p(ve)) € R'; para todo vy,vy € V.

La funcién ¢ : V — V'’ se denomina isomorfismo de grafos. Escribimos ¢ : G ~ G’ para
indicar que G es isomorfo a G'.

Ejemplo 6.57. Los grafos G; = (V1, Ry) y Go = (Va, Ry), representados por las figuras 6.11
y 6.12, son isomorfos.

G; ~ Gg, ya que, ‘71 = 172 = 4; ademas podemos definir la funcion ¢ : V3 — V5 tal
que (1) =a, ¢(2) = b, p(3) = cy v(4) = d. Entonces, (1,2) € R1 y (¢(1),¢(2)) € Ro;
(1,4) € R1 y (p(1),p(4)) € Re; igualmente para las parejas restantes.

Un aspecto importante en el trabajo con grafos, es el concerniente a la determinacién de
grafos que no son isomorfos. Aunque existen algoritmos que pueden determinar en buena
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3 4

Figura 6.11: G; isomorfo al grafo de la figura 6.12.

a b

¢ d

Figura 6.12: Go isomorfo al grafo de la figura 6.11.

medida si dos pares de grafos son isomorfos, una forma de determinar que no lo son consiste
en buscar una propiedad que no se preserve.

Ejemplo 6.58. Los grafos Gy y Go, representados por las figuras 6.13 y 6.14 respectivamente,
no son isomorfos puesto que Gy tiene siete lados y Gs tiene ocho lados.

Ejemplo 6.59. Los grafos G, y Gy, representados por las figuras 6.15 y 6.16 respectivamente,
no son isomorfos.

El vértice b en G, es adyacente a dos vértices, luego le podriamos asociar el vértice 6
de Gp. Igualmente el vértice ¢ de G, se podria corresponder con el vértice 1 de G,. En G, no
existen mas vértices de grado dos, y en G, existe todavia el vértice 3. Luego no podriamos
construir una biyeccién que preserve las adyacencias.

Teorema 6.60. Sean G = (V,R) y G' = (V', R) dos grafos (digrafos). Determinar si existe
0 no un isomorfismo entre los grafos G y G' es un problema NP-completo.

6.13. Ejercicios

Ejercicio 6.1. Construir una maquina de Turing 2-cintas tal como es indicado en el
ejemplo 6.5.

Ejercicio 6.2. Construir una maquina de Turing tal como es indicado en el ejemplo 6.15.
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a/\b

><\

Figura 6.13: G; no isomorfo al grafo de la figura 6.14.

0
g
(1/\
- /_\. 4
N_/
Figura 6.14: G2 no isomorfo al grafo de la figura 6.13.

Ejercicio 6.3. Construir una maquina de Turing tal como es indicado en el ejemplo
ejemplo 6.20.

Ejercicio 6.4. Demostrar el teorema 6.31.
Ejercicio 6.5. Demostrar el teorema 6.33.

Ejercicio 6.6. Demostrar que las funciones n2,2", n! son funciones espacialmente construi-
bles de manera completa

Ejercicio 6.7. Demostrar el teorema 6.34.
Ejercicio 6.8. Demostrar el teorema 6.45.
Ejercicio 6.9. Demostrar el teorema 6.50.

Ejercicio 6.10. Presentar una indicacién para demostrar el teorema 6.51.
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AN
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b e
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c
Figura 6.15: G, no isomorfo al grafo de la figura 6.16.
1 2 3
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Figura 6.16: G, no isomorfo al grafo de la figura 6.15.
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Apéndice A

Funcion de Ackermann

El valor de ack(2,3), donde ack es la funcién de Ackermann definida en la seccién 2.6
estd dado por:
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Apéndice B
Ackermann

La idea es demostrar que la clase de la funciones recursivas contiene propiamente a la
clase de las funciones primitivas recursivas.

Funcién de Ackermann:

ack(0,y) = v/, (B.1
ack(z',0) = ack(z, 1), (B.2)
ack(z',y") = ack(z, ack(z’,y)), (B.3

donde ' = z + 1.
Inicialmente se presentaran algunos teoremas auxiliares, antes de demostrar que la
funcién de Ackermann no es primitiva recursiva.

Teorema B.1. y < ack(z,y).

Demostracion. La demostraciéon se hard por doble induccién sobre las variables z y y.

1. Para x = 0, es necesario demostrar que y < ack(0,y). Esto es verdadero, puesto que
ack(0,y) = ¢ (por B.1).

2. Primera hipétesis inductiva: y < ack(z,y).
3. Para 2/, es necesario demostrar que y < ack(z’,y).

a) Para y = 0, es necesario demostrar que 0 < ack(z/,0).
1) 0<1y1<ack(z,1) (por primera hipétesis inductiva).
2) ack(z,1) = ack(z/,0) (por B.2).
3) Por lo tanto, 0 < ack(z’,0).

b) Segunda hipétesis inductiva: y < ack(z’,y).
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¢) Para y/, es necesario demostrar que y' < ack(z', /).

1) ack(2’,y) < ack(z,ack(2’,y)) (por primera hipétesis inductiva, haciendo
y = ack(z',y)).

2) ack(x’,y) < ack(2’,y’), puesto que ack(x,ack(z’,y)) = ack(z’,y’) (por B.3).

3) Siy <y yy < ack(e',y) (segunda hipétesis inductiva) entonces 3y’ <
ack(z',y).

4) Por lo tanto, y' < ack(z’,y’), puesto que ack(z’,y) < ack(z’,y'). O

Teorema B.2. ack(z,y) < ack(z,y") (Monotonia en el sequndo argumento).
Demostracion. La demostracion se hard por induccién sobre la variable x.

1. Para z = 0, es necesario demostrar que ack(0,y) < ack(0,y’). Esto es verdadero,
puesto que ack(0,y) =y’ y ack(0,vy') = 3" (por B.1).

2. Hipdtesis inductiva: ack(z,y) < ack(z,y’).
3. Para 2/, es necesario demostrar que ack(2’,y) < ack(z’,7/).

a) ack(z’,y) < ack(z, ack(z'y)) (por teorema B.1, haciendo y = ack(z/,y)).
b) ack(z,ack(z’,y)) = ack(z',y’) (por B.3).
¢) Por lo tanto, ack(z',y) < ack(z',y’). O

Teorema B.3. ack(z,y’) < ack(2/,y).

Demostracion. La demostracion se hard por induccién sobre la variable y.

1. Para y = 0, es necesario demostrar que ack(z,1) < ack(z’,0). Esto es verdadero,
puesto que ack(z’,0) = ack(z, 1) (por B.2).

2. Hipotesis inductiva: ack(z,y’) < ack(2/,y).
3. Para ¢/, es necesario demostrar que ack(zx,y”) < ack(2’,y').

a) ¥ <y" yy <ack(z,y') (por teorema B.1), entonces y” < ack(z,y’).
b) ack(z,y") < ack(x’,y) (por hipéteis inductiva), entonces y” < ack(x’,y).

c¢) ack(z,y"”) < ack(z,ack(2’,y) puesto que y” < ack(z’,y) (por teorema B.2) y
ack(z, ack(z’,y) = ack(z,y") (por B.3).

d) Por lo tanto, ack(z,y”) < ack(z/,y'). -

Teorema B.4. ack(z,y) < ack(z’,y) (Monotonia en el primer argumento).

Demostracion.



213

1. ack(z,y) < ack(z,y’) (por teorema B.2).

2. ack(z,y’) < ack(z’,y) (por teorema B.3).

3. Por lo tanto, ack(z,y) < ack(z’,y).

Teorema B.5. ack(1l,y) =y + 2.

Demostracion. La demostracion se hara por induccién sobre la variable y.

1. Para y = 0, es necesario demostrar que ack(1,0) = 2. Esto es verdadero, puesto que
ack(1,0) = ack(0,1) = 2 (por B.2).

2. Hipétesis inductiva: ack(1,y) =y + 2.

3. Para ¢/, es necesario demostrar que ack(1,y") = ¢ + 2.

ack(1,y") = ack(0, ack(1,%))

Teorema B.6. ack(2,y) = 2y + 3.

)

(por B.3)

(por hipétesis inductiva)

(por B.1)

Demostracion. Similar a la demostracion del teorema anterior.

Teorema B.7. Para constantes arbitrarias ci,ca, ...

Zack (ci,x

Demostracion. Sélo es necesario realizar la demostracién para n = 2, puesto que para n > 2
la generalizacion es inmediata. Sea d = méx(cy, c2) y sea ¢ = d + 4 entonces:

) < ack(c, x).

ack(cy, x) + ack(eg, z) < ack(d, z) + ack(d, =)
< 2ack(d,x) + 3
= ack(2, ack(d, z))
< ack(d + 2, ack(d, z))
< ack(d + 2, ack(d+ 3,7))

= ack

ack

(
(
(
(
(¢,

kd—|—4 )

z).

(por teorema B.4)

(por teorema B.6

(por teorema B.4

(por B.3

)

)

(por teoremas B.4 y B.2)
)

(por teorema B.3)

O]

,Cn, existe una constante c tal que
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El siguiente teorema afirma que la funcién de Ackermann crece méas rapido que cualquier
funcién primitiva recursiva.

Teorema B.8. Sea g(z1,...,x,) una FPR, entonces existe ¢ tal que g(x1,...,x,) <
ack(c,x1 + -+ + ).

Demostracion. Es necesario demostrar que las funciones iniciales satisfacen el teorema y que
los esquemas de composicion de funciones y recurrencia primitiva, preservan la propiedad
enunciada por el teorema.

1. La funcién cero satisface el teorema, puesto que z(x) = 0 < ack(0,z) = '

2. La funcién sucesor satisface el teorema, puesto que s(x) = ack(0,z) < ack(1,z) (por
teorema B.4).

3. Cada una de las funciones k-ésima proyeccion satisface el teorema, puesto que
/
F(x1, ... xn) =2 <ack(0,z1 + -+ x,) = (x1+ -+ x)".
4. Para el esquema de composicién, es necesario demostrar que si

91, ym) < ack(c,y1 + -+ Ym),
hi(x1,...,2n) < ack(er,z1 + -+ + xy),

<
h(21, ..., xn) < ack(cpm, 1 + -+ + Tp),
entonces,
flxr,..o ) =glhi(z1, .o s xn), o b (21, oo )
< ack(d,zy + -+ xp).
Demostracion.
flxy,. .. xp)

=g(hi(x1,. .., zn),y - oy hm(x1, .o x0))

<ack(e,hi(z1,...,xn) + -+ h(z1,...,2p)) (por hipdtesis
< ack(c,ack(ci,z1+ -+ xp) + - - + ack(ep, z1 + -+ -+ 2p)) (por teorema B.2
< ack(c,ack(c*, z1 + - 4+ xy)) (por teorema B.7
<ack(c+c* ack(c+c" + 1,21+ +xp)) (por teoremas B.2 y B.4
=ack(c+c" + 1,21 + - —i—xn—i—l) (por B.3
<ack(c+c* 4+ 2,21+ 4 xp) (por teorema B.3

)
)
)
)
)
)
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5. Para el esquema de recurrencia primitiva, es necesario demostrar que si

g(x1,...,zy) < ack(cr,z1 4+ -+ + xp),
h(xla"'vl‘nvyaz) < aCk(CQa:El ++:L‘n+y+z)7

entonces, la funcién f(xq,...,z,,y) definida por:

f(l’l,ZCQ,...,xn,O) :g(.iUl,.’BQ,...,ﬂl'n),
f($17$2>"'7xn7k+1) :h($17x27"'axnvkaf(xlax%"'axnak))v

satisface el teorema, es decir, f(x1,...,2,,y) < ack(c,z1 + -+ x, + ).

Demostracion. En lugar de demostrar que f(x1,...,2zn,y) < ack(c,z1 4+, +
y), vamos a demostrar que

f(ﬂfl,---aﬁnvy)‘f‘fl"‘“"f‘xn'f‘y<3Ck(57$1+"‘+ﬂfn+y)a

a) Inicialmente se demuestra que g(z1,...,2,) + 1+ +zp+ < ack(er,z1+ -+

g(x1, ... ,xp) 21+ F Tty =

g(xr, .. xn) F 1 (T, zp) o F (2, )

<ack(cr, w1+ 4+ xp) (1, oy xn) + - (1, T)

< ack(er, 1+ -+ x,) +ack(0, 21 + -+ xp) + - -+ ack(0, 21 + - - - + xp)
< ack(el,z1 4+ + xp) (por teorema B.7)

b) De forma similar a la anterior se demuestra que h(x1,...,Zn,y,2) + 21+ -+ +
Tn+y+ 2z <ack(ch,x1+ -+ x, +y+2).

¢) Ahora de demuestra que f(z1,...,2n,y)+x1+: - FTn+y < ack(c, z1+- - -+zp+y)
por induccién sobre la variable y.
Sea ¢ = max(cj, c5) + 1, entonces:

1) Para y = 0, es necesario demostrar que f(x1,...,2,,0) +x1+ -+ 2+ <
ack(c,xy 4+ -+ + xp).

f('rla"'7xn70)+xl+"‘+xn:g(mla"'axn)—i_w‘l—i_”'—i_ajn
< ack(cl, x4+ -+ -+ xp)
<ack(cxy + -+ xp)
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2) Hipétesis inductiva: f(z1,...,2n,y) + @1+ + 2, +y < ack(c,z1 + - +
Tn +Y).

3) Para ¢/, es necesario demostrar que f(z1,...,Zn,y) + 21+ -+ 20 +9 <
ack(c,x1 4 -+ 2, +¢).

flxy, ..., o, y) o1+ -+, +y =

hz1,. .., Tn, Yy, f(xl,...,a:n,y))—i-m+--~+xn+y/

etz ty+ T y) T+ T+ Y
-—i—xn—i—y—i—f(xl,...,wn,y))—i—l

*

2

< ack C;,
c5, ack(c x1+--+x,+y))+1 (por hip. indu. y teorema B.3)

< ack(c—1,ack(e,z1 + - -+ z, +y)) +1 (por definicién de ¢)

= ack(c,z1 + - - ~l—xn—|—y))+1 (por B.3)
< ack(e,z1 +- -+ 2z, +7')) (porque el signo < aparece dos veces)

(
(
< ack(
(
(
(
O]

Finalmente demostramos que la funcién de Ackerman no es una funcién primitiva
recursiva.

Teorema B.9. La funcion de Ackermann no es FPR.
Demostracion.

1. Sea la funciéon de Ackermann ack(z,y) una FPR.

2. La funcién f(z) = ack(z, z) es una FPR.

3. Existe c tal que f(x) < ack(c,z) (por teorema B.8).

4. Para x = ¢, tenemos que f(c) < ack(c, ¢) = f(c). Contradiccién. O
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