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Resumen
Se define un método para axiomatizar las maquinas de Turing, mediante el cual, dada una
maquina M y una entrada n, se construye una teoria en la logica clasica de predicados
de primer orden que da cuenta del comportamiento de M(n). Cuando dicho método es
utilizado para axiomatizar maquinas de Turing no deterministas produce teorias inconsis-
tentes y por lo tanto triviales, teniendo en cuenta que la légica subyacente es la logica
clasica. Mediante la sustitucion de la logica clésica por la logica paraconsistente CT se
construye un nuevo modelo de computacion el cual se denomindé maquinas de Turing para-
consistentes. Si bien estas nuevas maquinas son una generalizaciéon de las maquinas de
Turing (deterministas), tal como sucede con otras muchas generalizaciones, se demuestra
que éstas son, desde el punto de vista de la computabilidad, equivalentes al modelo original.
Palabras y frases claves: Computabilidad, maquinas de Turing, légica paraconsistente.
Abstract
A method is defined to axiomatize Turing machines, by means of which, given a machine M
and an input n, a theory in classical first order predicate logic is built. This theory allows to
represent the behavior of M(n). When this method is used to axiomatize non-deterministic
Turing machines produces inconsistent and therefore trivial theories, because the underlying
logic is the classical logic. By substituting the classical logic by the paraconsistent logic
CT a new model of computation called paraconsistent Turing machines is built. Although
these new Turing machines are a generalization of the (deterministic) Turing machines, it

is proved that they are equivalent to the original model from the computability point of
view.

Keywords: Computability, Turing machines, paraconsistent logic.
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1 Introduccién

Para demostrar la indecibilidad de la logica clasica de predicados de primer or-
den, Boolos y Jeffrey |3| definen un método para construir teorias axiomaticas
que dan cuenta del comportamiento de las maquinas de Turing [16, 12, 7, 9, 10]
(se seguira haciendo referencia a este método como el método B-J). Dada
una maquina de Turing M y una entrada n, mediante el método B-J se con-
struye una teorial Arc(M(n)), en la cual se codifican las instrucciones y la
situacion inicial de M (estado inicial, posicion sobre la cinta y entrada n).
Ademas, se construye una férmula H, en la cual se codifican las diferentes
situaciones (estado y simbolo que lee) en que M se detiene, de tal modo que
Arc(M(n)) = H siy solo si M con la secuencia de entrada n se detiene.

1Se adiciona el subindice LC' a A para resaltar el hecho de que la logica subyacente a
la teoria A es la logica clésica.
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Como es sabido que el problema de la parada de una maquina de Turing es
indecidible [3, 10, 16] se concluye que determinar si Arc(M(n)) - H tam-
bién lo es. Por lo tanto, la légica de predicados de primer orden cléasica es
indecidible?.

Para el objetivo perseguido por Boolos y Jeffrey, el procedimiento de ax-
iomatizacion que definen resulta ser adecuado. Sin embargo, si se desea tener
un procedimiento de axiomatizacién para maquinas de Turing deterministas
[12, 7, 10| de forma tal que la teoria resultante pueda dar cuenta exacta del
comportamiento de la maquina de Turing en cuestion, se tiene que el método
de axiomatizacion B-J produce teorias incompletas (seccion 3).

Tomando como base el método B-J, se definen nuevos esquemas axiomé-
ticos para que las teorias resultantes sean completas y validas con respecto al
comportamiento de las méquinas de Turing deterministas (MTDs), obtenién-
dose teorias A’ (M(n)). Al utilizar el método B-J, con los nuevos esquemas
axiométicos, para axiomatizar maquinas de Turing no deterministas (MT-
NDs) [8, 14], resultan teorias inconsistentes y por lo tanto triviales, teniendo
en cuenta que la logica subyacente es la logica cléasica [15, 4]. Mediante la
sustituciéon de la légica subyacente, por la logica paraconsistente C7 de da
Costa [5, 6], se redefine el comportamiento de las MTNDs, obteniéndose un
nuevo modelo de computacién al cual se denomina méaquinas de Turing para-
consistentes (MTPs). En este nuevo modelo, a diferencia de las MTNDs, una
méquina puede ejecutar en forma simultdnea multiples instrucciones, dando
lugar a multiplicidad de simbolos sobre las casillas de la cinta, y multipli-
cidad de estados y posiciones sobre la maquina en un instante de tiempo
determinado.

La eleccion de C| como la légica paraconsistente que se utiliza como
logica subyacente, es en cierto sentido arbitraria. En principio, para realizar
un trabajo de esta naturaleza, se requiere de una loégica paraconsistente de
predicados de primer orden con igualdad. Se escogié C]~ por ser una logica
que cumple con las condiciones descritas y por ser una de las més conocidas
y estudiadas®.

Las MTPs resultan ser una generalizacién del modelo original de maquina
de Turing que, como las MTNDs y otras generalizaciones del modelo de
méquina de Turing (con multiples cintas, con multiples cabezas, etc. [14, 11]),
es computacionalmente equivalente al modelo original.

2Sea A el cardinal del conjunto A. Como Arc(M(n)) es una teoria finita, Arc(M(n)) F
H siy solosit (A_,8;) — H, donde §; es un axioma de Apc(M(n)) y p = Arc(M(n)).
Por lo tanto, si se supone que la logica clasica de predicados de primer orden es decidible, se
tiene que F (A?_,0;) — H seria decidible y por lo tanto Apc(M(n)) + H también lo serfa.
Lo que indicaria que el problema de la parada de una méquina de Turing seria decidible.

3La generalizacion del modelo propuesto utilizando la jerarquia de los C-Systems [4] se
esté realizando por uno de los autores.



Maquinas de Turing paraconsistentes 39

2 Meétodo de axiomatizacion B-J

Antes de describir el método B-J es conveniente aclarar que, en la definicién
de méquina de Turing utilizada, el conjunto de instrucciones de una méaquina
de Turing M es un conjunto finito I, donde cada instruccion i; € I es una
cuadrupla* de alguna de las formas:

qiSjSkql (I>
qisjRq (IT)
qistql (IH)

El tipo de instruccion (I) especifica que si la maquina se encuentra en el estado
gi, leyendo el simbolo s;, escribe el simbolo s y pasa al estado ¢;. El tipo
de instruccion (IT) especifica que si la maquina se encuentra en el estado g;
leyendo el simbolo s;, se mueve una casilla a la derecha y pasa al estado ¢;.
El tipo de instruccion (III) es similar al segundo, s6lo que el movimiento se
realiza hacia la izquierda.

Para definir el método de axiomatizacion de maquinas de Turing, Boolos y
Jeffrey |3] imaginan que las casillas de la cinta estan numeradas por medio de
los nimeros enteros y que el tiempo esta dividido en series de momentos ¢ en
los cuales la maquina ejecuta exactamente una de sus instrucciones, existiendo
un momento 0 en el cual la maquina comienza su ejecucion leyendo la casilla
0. Los momentos de tiempo se supone que se extienden infinitamente hacia
el futuro y el pasado, al igual que la cinta se extiende infinitamente hacia la
derecha y la izquierda. Ademaés, suponen que la maquina es ‘prendida’ en
el momento 0 y ‘apagada’ en el primer momento (si existe alguno) después
de que la maquina se detiene y que en todos los tiempos negativos y todos
los tiempos después del primero (si existe alguno) en el que la maquina se
detiene, la maquina no estd en ningin estado, no esta leyendo ninguna de
las casillas y no tiene ningtn simbolo (ni siquiera el vacio) en ninguna de las
casillas de la cinta®.

Una vez establecidos los supuestos anteriores, Boolos y Jeffrey definen
el lenguaje de primer orden £ = {Q1,Q2,...,Qn, S0, S1,---,5m,<,’,0}, el
cual utilizan para construir la teoria Apc(M(n)), que da cuenta del compor-
tamiento de la méquina de Turing M con la entrada n. En L, los simbolos
Qi, Sj y < son simbolos de predicado de aridad dos, el simbolo ’ es un simbolo
de funcién de aridad uno y el simbolo 0 es un simbolo de constante.

“En la definicién original de Turing [16] las instrucciones se definen por medio de quintu-
plas. Sin embargo, se puede demostrar que ambas definiciones son equivalentes. Se utiliza
la definicion por medio de cuadruplas [7] para facilitar el proceso de axiomatizacion.

SEstos altimos supuestos no se ven reflejados en el proceso de axiomatizacién B-J, por lo
tanto, en la siguiente seccion se definen los esquemas axioméaticos necesarios para asegurar
dichos supuestos.
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Bajo la interpretaciéon intensional Z de las sentencias en Apc(M(n)),
las variables se interpretan como ntmeros enteros y los simbolos de £ se
interpretan asi:

e Q;(t,z) se interpreta como el hecho de que la maquina de Turing M se
encuentra en el estado ¢;, en el tiempo ¢, en la posicién z.

e S;(t,x) se interpreta como el hecho de que la maquina de Turing M se
encuentra leyendo el simbolo s;, en el tiempo ¢, en la posicion x.

e < se interpreta como la relacién menor que en los niimeros enteros.
e / se interpreta como la funcion sucesor.

e ( se interpreta como el nimero 0.

En la construccion de Apc(M(n)) se incluyen axiomas para establecer
las propiedades de los simbolos < y’/, se incluye un nuevo axioma para definir
cada una de las instrucciones de M y un axioma para definir la situaciéon
inicial de M.

Los axiomas para establecer las propiedades de los simbolos < y ’ son

Vz3x(z = 2), (A1)

VaVay(((z = 2") A (2 =Y)) — (z =), (A2)
VavyVz(((z <y) Ay < 2)) = (z < 2)), (A3)
Vz(z < ') (Ad)

Vavy((z <y) — (= # y)). (A5)

Por comodidad, ALC = {A1, A2, A3, A4, A5}.

Bajo la convencién de que m es el cardinal del alfabeto de entrada-salida
de M, los axiomas de las instrucciones i; € I de M se construyen de acuerdo
con los esquemas:

b

e Si i; es de la forma (T), entonces:

VitV <(Qi(t, z) A S;(t, a:)> — <Ql(t’, ) A SK(t, 2)A

vty £ 0) — (A Sty — sz-(t',y))))))' (Aj (1))

1=0

e Sii; es de la forma (IT), entonces:

ViV <<Qi(t,x) A S;(t, 3:)) — <Ql(t’,:v’)/\
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e Siij; es de la forma (III), entonces:

VitVz ((Qi(t,x’) A S;(t, x’)) — (Ql(t’,x)/\

1=0

vQ(?\(Si(tvy) — Si(tlvy)))>)' (Aj (II1))

El axioma para especificar la situacion inicial de la méaquina, suponiendo
que la méquina comienza en el estado ¢, sobre la posicion 0 de la cinta, con
la entrada n = s;18;2... s, se construye de acuerdo con el esquema:

P P
Q1(0,0) A | A Sii (0,07 [ Avy [ | Ay#0""] = S0(0,9) |, (An)
j=1 j=1
donde 07! indica la aplicacion de j — 1 veces la funcion sucesor a la constante
0.

Ejemplo 1. Sea M1 =< Q,X, M, 1 > una mdquina de Turing con conjunto
de estados Q = {q1,q2,q3}, alfabeto de entrada-salida ¥ = {so, s1}, conjunto
de instrucciones I = {iy,i2,i3}, donde i1 = q15080q2, i2 = @151Rq2 e iz =
q2s1Lqs3 (figura 1), y sea n1 = s181 la entrada para M.

SoZSo(il)

VO E——C

s1:R(i2)

Figura 1: Grafo maquina M;

Utilizando el método B-J se obtiene la teoria Apc(Mi(n1)) = AL U
{A6, AT, A8, A9} donde:

NA ( (Ql(t, x) A So(t, ac)) — (Qg(tl, ) ASo(t', )N

Vy((y 7é x) - ((SO(ta y) - SO(tlv y)) N (Sl(ta y) - Sl(tlv y))))))’ (A6>

VtVaz((Ql(t,x) A Sl(t,m)) — (Qg(t/,x/)/\

vy((SO(tay) - SO(t/’y)) N (Sl(tay) - Sl(t/ay)))>>’ (A7)
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Vth((Qg(t,x/) A Sy (t,x')) — (Qg(t’,x)/\

vy((SO(tvy) - SO(t,vy)) A (Sl(tay) - Sl(tlay)))>>’ (AS)

Qu1(0,0) A 51(0,0) A 81(0,0) AVy(((y # 0) A (y # 0) = S6(0,)). (A9)

3 Ajustes al método de axiomatizacién B-J para maquinas de Tur-
ing deterministas

El método de axiomatizaciéon B-J produce teorias por medio de las cuales se
puede demostrar, para cada instante de tiempo, el estado y posicion de la
méquina y los simbolos presentes en cada casilla de la cinta. Sin embargo,
de acuerdo con la definicion de maquina de Turing [16, 10|, en cada instante
de tiempo la maquina se encuentra en una tUnica posicién y estado y con
un unico simbolo sobre cada casilla de la cinta. Estas unicidades no son
establecidas en las teorias construidas mediante el método de axiomatizacién
B-J, lo que impide demostrar ciertas situaciones que se presentan en el proceso
de computaciéon de la méquina, como por ejemplo, si la maquina de Turing
M, en el instante de tiempo ¢ = 0, se encuentra en el estado g; y en la
posicién x = 0, entonces M en ese instante de tiempo no se encuentra en
el estado g2 en ninguna posicion, por lo tanto, Apc(M(n)) deberia probar
la formula o = —Q2(0,0), pero de acuerdo a como se construye la teoria
Apc(M(n)) ¥ —=Q2(0,0). Por lo tanto, las teorias Apc(M(n)) resultan ser
incompletas con respecto al comportamiento de las MTDs.

Para que las teorias obtenidas sean completas, con respecto al compor-
tamiento de las MTDs, se deben adicionar los axiomas para establecer los
supuestos de que la maquina se encuentra ‘apagada’ antes del tiempo t = 0
y después del primer instante de tiempo t = ¢4 (si existe alguno) en el que
la maquina se detiene (seccién 2), y los axiomas para establecer la unicidad
de posicién y estado de la maquina y de simbolos sobre cada casilla de la
cinta, en cada instante de tiempo, obteniéndose teorfas® A’ (M(n)) que son
extensiones de las teorfas Apo(M(n)).

Bajo la convencién de que n es el cardinal del conjunto de estados de
M vy m es el cardinal del alfabeto de entrada-salida de M, el axioma para
establecer que la maquina se encuentra ‘apagada’ antes del tiempo t = 0 se
construye de acuerdo con el esquema:

Vive | (t < 0) — </\ —Qi(t,a:)> A /\ —8;(t, x) . (A(n+1))
i=1 j=0

%La demostracion de completitud de las teorfas A%o(M(n)) con respecto al compor-
tamiento de las MTDs se encuentra en [1] (teoremas 1.8, ..., 1.11).
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El axioma para establecer que la maquina se encuentra apagada después
del primer instante de tiempo t = t;4 (si existe alguno) en el que la méquina
se detiene se construye de acuerdo con el esquema’:

vm(( \ (Qi(t,x)/\sj(t,x)>>—>

qis;j mo inic.

Yuiy <t <u— ((/n\ ﬁQi(u,y)) A <7\ -S;(u, y)>>>> (A(n+2))

i=1 =1

El axioma para establecer la unicidad de la posicién de la mAquina, en
cada instante de tiempo, se construye de acuerdo con el esquema:

n

ViV \/ Qi(t,x) =Yy |z #y— /\ -Qj(t,y) . (A(n+3))

i=1 j=1

Para establecer la unicidad del estado de la maquina, en cada instante de
tiempo, se debe construir un nuevo axioma por cada uno de los estados de la
maquina, de acuerdo con el esquema:

ViV Qi(t,x)a/\ﬂQj(t,x) . (A(n+4))
7]

Para establecer la unicidad de simbolos sobre cada casilla de la cinta, en
cada instante de tiempo, se debe construir un nuevo axioma por cada uno de
los simbolos de la méaquina, de acuerdo con el esquema:

ViV Si(t,w)—>/\—|5j(t,x) . (A(n+5))
i7]

Ejemplo 2. Para completar la teoria Apc(Mi(ny)), del ejemplo 1, se deben
adicionar los awziomas A10,. .., A17, obteniendose la teoria A’ ~(Mi(n1)) =

"El subindice ‘gisj no inic.’ en la disyuntoria indica que sélo se tienen en cuenta las
combinaciones de simbolos ¢;s; que no aparezcan como simbolos iniciales en ninguna de
las instrucciones de la maquina.
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Apc(Mi(ny)) U{AL0,..., A17}, donde:

VtVaz((t <0) = (~Qu(t,z) A =Qa(t, ) A ~Qs(t, )

A =So(t, z) A =S (¢, x))), (A10)
ViV (So(t, z) — —S1(t, x)), (A11)
Viva(S1(t, z) — —Su(t, x)), (A12)
Vive(Qi(t,z) — (=Q2(t, z) A =Qs(t, 7)), (A13)
VivVz(Qa(t, z) — (=Q1(t, 2) A =Qs(t, x))), (Al4)
vtVI(Qg(t, SC) - (_'Ql(ta $) A _'QQ(t7 I)))v (A15)
ViV <(Q1(t, x)V Qa(t, z) vV Qs(t, $)) -

Vy (‘T 7é Yy— (_'Ql(tv y) A =Q2 (t’ y) v _'QS(t’ m))))? (A16)

ViV ( ( <Q2(t, ) A Solt, a:)) v (Qg(t, ) A Solt, :1:))
v (Qg(t, ) A S (t, a:))) — YuYy (t <u—

<_'Q1 (uv y) N _'QQ(uv y) A _'Q3(uv y) N _'SO(uv y) A =Sy (ua y)) ) ) : (A17)

4 Posibles contradicciones que surgen en A’ ~(M(n)) al axiomati-
zar MTNDs

Al axiomatizar MTNDs por medio del método B-J, con los ajustes de la sec-
cion 3, se obtienen teorias A ~(M(n)) inconsistentes. Las inconsistencias en
A’ (M(n)) surgen en cuanto al simbolo presente en una casilla e instante
de tiempo determinado, o en cuanto al estado o posicién de la méAquina en
un instante de tiempo determinado. El cuadro 4 resume las inconsistencias
generadas de acuerdo con las diferentes combinaciones de instrucciones ‘am-
biguas’, es decir, aquellas instrucciones cuyos dos simbolos iniciales son los
mismos.
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Instrucciones ¢

biguas’

am-

Contradicciones

Dos instrucciones de la
forma (I)

S 7) A —Su(l,2), St 2) A o (¥, ),
Ql(tla ,L‘) A _'Ql(t/a 'T)a Qn(t/a T) A _'Qn(t,a T)

Una instruccién de la
forma (I) y una in-
struccion de la forma

Se(t, ) A =Sp(t,x), S;(t',z) A =S;(t',z),
Qu(t', ) N=Qu(t', x), Qu(t', ") A =Qum (', 2).

45

(1D)
Una instruccién de la
forma (I) y una in-

Sp(t',x) N =Skt x), S;(t',x) A =S;(t, x),

/ / / —1
struccion de la forma Qég(t ’(f,) ,1;\ @(t',z), Q2 7) A
(I11) mi*H T )
Dos instrucciones de la
o (11 Qult!, o) A~Qut, ), Qult',a!) A~Qult', ).

Una instruccion de la
forma (II) y una in-
struccion de la forma
(I11)

Dos instrucciones de la
forma (I1T)

Qi z")y A
=Q (', z7h).

_‘Ql(tlax/)a Qm(tlax_l) A

Ql(tla 1'71) A _'Ql(tlv xil)a
-Q, (', z7h).

Qn(t,z= 1) A

Tabla 1: Contradicciones en A (M (n)) por instrucciones ‘ambiguas’

Ejemplo 3. Sea My la MTND que se obtiene al adicionar a My, del ejemplo
1, la instruccion iy = q18180q1 (figura 3).

51:50(4a)
N s0:s0(i1) o~ s1:L(i3) o
VO E——CE e
81 R(12)

Figura 2: Grafo maquina M;

La teoria A’ (Ma(n1)) se obtiene adicionando {A18} a la teoria A’
(Mi(n1)) (ejemplo 2), donde:

VitV ( <Q1(t, x) A Si(t, m)) — (Ql(t’, x) A So(t', )N

vy((y 7é :L') - ((SO(tvy) - Sﬂ(tlvy)) N (Sl(tvy) - Sl(tlvy)))>>) . (A18)

Una de las contradicciones que se demuesta en A (Ma(n1)) es Q1(0/,0) A

=Q1(0/,0).
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5 MaAquinas de Turing paraconsistentes

En el contexto de la discusiéon de las relaciones entre sistematizaciéon cognos-
citiva y légica, Nicolas Rescher considera que “la consistencia es un requisito
muy importante de la sistematizacién cognoscitiva, aunque entendida no tanto
como ‘principio constitutivo’ a nivel de la descripciéon ontolégica del mundo,
sino como un ‘principio regulativo’ a nivel epistemolégico” [2, p. 379]. Afirma
que “tolerar inconsistencias dentro de la esfera de la sistematizacién racional
no sélo es permisible, sino que en situaciones apropiadas puede resultar ven-
tajoso e incluso inevitable” [2, p. 381]. Entiende las inconsistencias como una
‘sobredeterminacién de informacién’, que puede surgir por diferentes causas
como lo puede ser la existencia de diferentes fuentes de informacion, diferentes
recopilaciones de la misma informacion o porque la informacién hace parte de
‘masas’ diferentes de informacion, y “plantea que si bien las inconsistencias no
son un resultado deseable, son diferentes al error, y no siempre tiene sentido
aplicar todos los mecanismos para lograr evitarlas, pues esta actitud puede
llevar a perder informacion valiosa” [2, p. 384].

Los planteamientos de Rescher abren un camino para construir lo que
puede ser una teoria paraconsistente de maquinas de Turing. Las instruccio-
nes ‘ambiguas’ pueden ser pensadas como ‘sobredeterminaciones de infor-
macién’, la méquina cuenta con multiples acciones a ser realizadas en una
situaciéon determinada, acciones que pueden dar lugar a contradicciones, que
como se muestra en la seccién 4, se presentan en cuanto a los simbolos en la
cinta, estados y posicién de la maquina en un instante de tiempo determinado.
Estas contradicciones son debidas a la existencia de instrucciones ‘ambiguas’
y a las exigencias de unicidad establecidas sobre los elementos mencionados.
Puede entonces pensarse en la unicidad de simbolos en las casillas y en la
unicidad de estado y posiciéon de la maquina, en cada instante de tiempo,
como situaciones deseables o ‘principios regulativos’ dentro del proceso de
computaciéon de la maquina, que sin embargo, pueden ser violados en ciertos
instantes de tiempo dentro del proceso de computacién, instantes en los que
la méquina se encuentra en estado de ‘inconsistencia’ o ‘sobredeterminacion’,
que deberan ser superados en instantes posteriores de la computacion.

Mediante la sustitucion de la logica subyacente a las teorias A ~(M(n))
por la logica® CT, a partir de la interpretacion de las consecuencias de las
nuevas teorias A'Clz (M(n)), se redefine lo que es una computacion en una

MTND?, obteniendose un nuevo modelo de computacion, al cual se denomina
) )

8La logica CT estd basada en la logica de predicados sin identidad Cj, la cual a su
vez estd basada en la logica proposicional Cy. Para una presentacion de esta légicas se
recomienda al lector las referencias [5, 6].

9 Aunque es conocido que la regla de sustitucién de equivalentes no es vélida (en general)
en CT, esta caracteristica no impide redefinir el comportamiento de las MTNDs a partir
de las teorias A'Cl= (M(n)). Como CT se construye tomando como base la logica positiva
intuicionista, por lo menos la regla de sustitucion de equivalentes se cumple en los contex-
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maquina de Turing paraconsistente (MTP). Como consecuencia de sustituir
la logica subyacente a las teorias A’ (M(n)), se obtiene que las posibles
contradicciones analizadas en la seccién anterior también son demostrables
en A= (M(n)), puesto que para demostrarlas solo se requiere de instancia-
1
ciones universales, axiomas y reglas de inferencia pertenecientes al célculo
proposicional positivo clésico, los cuales son validos en C[". Sin embargo,
como en las teorias A’q: (M(n)) en ninguna parte se establece el buen com-
portamiento!? de S;(t, ) ni de Q;(t, x), las teorfas Alclz (M(n)), a diferencia
de las teorias A ~(M(n)), no se trivializan ante el surgimiento de estas con-

tradicciones, permitiendo seguir el andlisis del comportamiento de M(n) y
definir una nueva nocioén de computacion.

En la nueva nocién de computacion, al permitir instrucciones ‘ambiguas’
y no restringir la maquina a que s6lo ejecute una tnica instrucciéon en cada
instante de tiempo (como se hace en las maquinas de Turing no deterministas),
la maquina puede ejecutar miltiples instrucciones en forma simultdnea, dando
lugar a que la méquina se encuentre en multiples estados o posiciones, o
que contenga multiples simbolos sobre algunas casillas de la cinta, en un
determinado instante de tiempo. Dichas multiplicidades se ven reflejadas en
las teorias A’Cflz (M(n)) por el surgimiento de contradicciones en los simbolos
de predicado Q;(t, z) (estados o posiciones) o Sj(t,z) (simbolos sobre casillas
de la cinta)!!.

Ejemplo 4. Sea A’cl: (Ma(ny)) el resultado de sustituir la ldgica subyacente

a la teoria A (Ma(n1)), del ejemplo 3, por la logica C7. Tomando las
consecuencias de la teoria A’Clz (Ma(ny)), representando los simbolos sobre

la cinta como subconjuntos de X y los estados en una posicion como sub-
conjuntos de @), para poder simbolizar las situaciones de simultaneidad, y
utilizando el simbolo ® para indicar la presencia de contradicciones (como
ejemplo: S§ = So A —Sp), se representa la computacion de la mdquina para-
consistente Ma(ny) por la figura 4.

tos libres de negacién, presentdndose problemas sélo cuando se tienen negaciones [17, p.
586]. Para redefinir el comportamiento de las MTNDs, a partir de las teorias A'Cl= (M(n)),
interesa solo la interpretacion de las formulas que puedan ser deducidas (negadas o no), sin
importar que férmulas equivalentes al ser negadas no lo puedan ser.

'0Fn la logica CT la expresién A° simboliza el ‘buen comportamiento’ de la expresién A,
lo que indica que la expresion A se comporta ‘clasicamente’ (no puede ser contradictoria)
[5]. En CT no se infiere el buen comportamiento de ninguna férmula y los axiomas de

o=(M(n)) tampoco permiten deducirla.

HEn [1] se presenta una definicion formal de computacion en las MTPs, siguiendo la
definicién de computacion por medio de cambios de descripciones instanténeas [13], ade-
cuandola de acuerdo con las nuevas reglas que implica la simultaneidad en la ejecucion de
las instrucciones y la posibilidad de multiplicidad de estados, posiciones y simbolos sobre
las casillas de la cinta.
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t=0 yla}
{so} | {so} | {sa} | {s} | {so}
—2 —1 0 1 2
t=10 Jlar la)
{so} | {so} | {so} | {s1} | {so}
t=0" 2 1 i{qﬁ, q§}1 2
{so} | {so} | {so} | {s1} | {so}
9 _1 0 1 2

Figura 3: Computacion MTP My (n;)

En este ejemplo, la mdquina Mo, en el tiempo t = 0, ejecuta las ins-
trucciones io € 14 de forma simultdnea, dando lugar a multiplicidad de posi-
ciones (r = 0 y x = 1, apareciendo una nueva cabeza) y de estados (q1 y
q2) en el tiempo t = 0, provocando que los estados sean ‘inconsistentes’. En
en tiempo t = 0/, la mdquina My ejecuta las instrucciones iy e i3 de forma
simultdnea, permaneciendo con multiplicidad de estados (q2 y q3) en el tiempo
t =0", pero en una sdla posicion (v =0, desapareciendo una cabeza).

6 Sobre el poder computacional de la maquina de Turing para-
consistente

Aunque las MTPs son una generalizacion al modelo original de maquina de
Turing, igual que otras generalizaciones (MTNDs, maquinas de Turing mul-
ticintas, maquinas de Turing con multiples cabezas, etc. [14, 11]), las MTPs
son desde el punto de vista de la computabilidad equivalentes al modelo orig-
inal de maquina de Turing, es decir, los conjuntos de funciones computables
por ambos modelos son coexistentes.

Puesto que las MTDs son un caso particular de las MTPs, para demostrar
la equivalencia entre los dos modelos, s6lo es necesario lo siguiente.

Teorema 6. Para toda MTP M se puede construir una MTD M’ que simula
el comportamiento de M.

Demostracion. En [11] se presentan diferentes modificaciones a la definicion
de méaquina de Turing y se demuestra que estos nuevos modelos son equiva-
lentes computacionalmente a la maquina de Turing original. En particular, se
define el modelo de maquina de Turing multicinta [11, p. 198]. Siguiendo la
demostracion de equivalencia computacional entre este modelo de méquina de
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Turing y el modelo original, se demuestra que toda MTP M puede ser simu-
lada por una MTD M’. Para este caso, se debe construir una maquina de Tur-
ing M” con la cinta dividida en tres pistas. En la primer pista se almacenan
los simbolos presentes en la cinta de M, utilizando simbolos S; € P(X) —{a}
para representar las situaciones de simultaneidad. En la segunda pista se al-
macenan simbolos Q; € P(Q) que indican los estados en los que se encuentra
M en cada posicion, ademas, unos marcadores de final para delimitar la
primer y altima posicion donde hay simbolos de estados Q; # {@}. La tercer
pista se utiliza para almacenar los simbolos de estados Q; que seran adiciona-
dos a los estados en una posiciéon debido a instrucciones con movimientos a
izquierda o derecha. Un paso de computacién en M es simulado por M”,
realizando primero un barrido de izquierda a derecha, determinando los sim-
bolos de estado Q; que serén adicionados a los estados de la posicién siguiente,
debido a instrucciones de la forma (Aj (II)), y moviendo el marcador de final,
si es necesario. Realizando un segundo barrido de derecha a izquierda, deter-
minando los simbolos de estado Q; que seran adicionados a los estados de la
posicion anterior, debido a instrucciones de la forma (Aj (III)), y moviendo el
marcador de final, si es necesario. Realizando un tercer barrido de izquierda a
derecha, modificando los simbolos §; presentes en la primer pista, de acuerdo
con los contenidos de las dos primeras pistas y las instrucciones definidas en
M, y modificando los simbolos O; presentes en la segunda pista de acuerdo
con los contenidos de las tres pistas y las instrucciones definidas en M. Y rea-
lizando un tultimo barrido de derecha a izquierda eliminando los simbolos de
la tercer pista para comenzar la simulacién del proximo paso de computacion.
Como se demuestra en |11, p. 195], una maquina de Turing con cada celda
(casilla) de la cinta dividida en multiples pistas, puede ser simulada por una
méaquina de Turing sin divisiones en las casillas de la cinta, por lo tanto, para
M" existe una MTD M’ sin divisiones en las casillas de la cinta, que simula
el comportamiento de M” y por consiguiente el de M. O

7 Conclusiones

La axiomatizacion de las MTDs y la sustitucion de la logica clasica de predica-
dos de primer orden con identidad por la légica paraconsistente C]~, permitié
construir teorias axiométicas paraconsistentes de méquinas de Turing, a par-
tir de la cual se construyd un nuevo modelo de maquina de Turing, el cual se
denomin6 maquina de Turing paraconsistente (MTP).

El modelo de las MTPs obtenido es una generalizacion de la definicion
original de maquina de Turing, en el cual se elimina la restriccién de que la
méquina sblo ejecuta una instruccién en cada instante de tiempo, restriccién
que se impone en todos los modelos existentes (conocidos por los autores),
asegurando asi la ‘consistencia’ en el proceso de computacién.

Aunque en el nuevo modelo de méaquina de Turing presentado se elimina
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una restriccion que parecia inviolable, éste resulta ser desde el punto de vista
de la computabilidad, equivalente al modelo original. Esta equivalencia es-
tablece el poder computacional de las MTPs y ademaés se constituye en una
confirmacion adicional de la tesis de Church-Turing, la cual establece que
una funcién es efectivamente calculable si y sélo si es computable por una
méaquina de Turing.
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