Teoria de Categorias y Estructuras de Restriccion

José Ramirez-Gémez

Universiad EAFIT

Septiembre 2024



i Qué es la teoria de categorias?

La teoria de categorias es una rama de las matematicas que:
® Estudia conexiones entre diferentes ideas.
® Permite entender el orden y las estructuras.
® Se centra en las relaciones.

® Permite ver bajo qué contexto las cosas son equivalentes.
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i Qué es la teoria de categorias?

" It always have been

Figure: Broma
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Diagramas conmutativos

Idea
Un diagrama conmutativo es un diagrama en el cual todos los caminos que

comiencen y terminen en el mismo lugar determinan el mismo resultado.
Ejemplo

Marinilla —— Rionegro

Guarne ——— Medellin
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i Qué es una categoria?

Informalmente, una categoria, que denotamos como C, esta formada por:

® Objetos: Pueden ser niimeros, formas, estructuras matematicas, o
personas. Usualmente denotamos los objetos con letras maydsculas
AB,C,....

® Flechas: Denotan relacion entre los objetos: “menor que”, “es madre de”,
“ . ” . f
es isomorfo a”. Denotamos las flechas con diagramas A — B.

® |dentidad: Cada objeto esta relacionado con él mismo. Es decir, para cada
objeto A hay una flecha A % A.

® Composicion: Para cada par de flechas A " B £, C debe existir una
flecha A - C.
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i Qué es una categoria?

® Ley de identidades: La flecha identidad asociada a cada objeto hace que
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los siguientes diagramas sean conmutativos
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® Ley asociativa: Cada terna de flechas con la forma A B4 c D

debe hacer que el siguiente diagrama sea conmutativo
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Ejemplo: Ndmeros naturales

Partiendo de los nimeros naturales, podemos construir una categoria de la

siguiente forma
® Objetos: Nimeros naturales 0,1,2,3,....
® Flechas: A — B siempre y cuando A < B.

® |dentidad: Todo ndmero natural es menor o igual que él mismo.

i Cémo se veria esta categoria?
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Ejemplo: Set

Set es la categoria cuyos objetos son conjuntos y sus flechas son funciones entre
conjuntos. En esta categoria

® Flecha identidad: Es |la funciéon identidad

Ix: X=X

X — X

® Composicion: Es la composicién de funciones. Si f: X — Yyg:Y = Z

son dos funciones, luego

gof: X—Z
x — g(f(x))

es su funcién composicién.
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Otros ejemplos

® Vect: Los objetos son espacios vectoriales y los morfismos son

transformaciones lineales.

® Pos: Los objetos son conjuntos parcialmente ordenados y los morfismos son

funciones mondtonas.

® Top: Los objetos son espacios topoldgicos y los morfismos son los mapeos

continuos.

® Grp: Los objetos son grupos y los morfismos son homomorfismos de grupos.
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Restriccidn de una funcidn

Funcién de inclusiéon
Sea A un conjunto. Todo subconjunto S C A define una funcién de inclusién

S<> Aqueenviacadase Sense A

A

Figure: Idea de la funcién de inclusién
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Restriccidn de una funcidn

Definicién
Sea f : X — Y una funcién del conjunto X en el conjunto Y. Si W es un

subconjunto de X, entonces la restriccidn de f respecto a A es la funcién

flw: W =Y

dada por f|w(x) — f(x).

Figure: Idea de la restriccién de una funcién
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i Podemos extender esta idea a una categoria?
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Categorias restrictivas

Restriccién (categoria)
Una restriccién en una categoria C es un asignacién de una flecha f : A — A

para cada flecha 7 : A — B tal que
® ParatodafenC, fof =f

ATl
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Categorias restrictivas

® Paratoda f:A—+Byg:A—C,fog=gof
AT . a
g g
A—f>A

L)
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Categorias restrictivas
® Paratodaf:A—+Byg:B—C,gof=fogof

AT

Bl
W#m

Categoria restrictiva

Una categoria restrictiva es una categoria C junto a una estructura de

restriccion.
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Categorias restrictivas

Notas

® Es importante tener en cuenta que la estructura de restriccién no es una
propiedad de la categoria. Una categoria puede tener mds de una
estructura de restriccién.

® Toda categoria tiene al menos una estructura de restriccién. Si tomamos
f =1 como le restriccién de cada flecha obtenemos la estructura de

restriccién trivial.
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i Para qué sirve todo esto?
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i Qué es una categoria?

Definicién (Categoria)
Una categoria C estda compuesta de:
® Una coleccién de objetos, Obj(C), que denotaremos con las letras A, B, C,
etc.
® Una coleccién de flechas o morfismos, Mor(C), que denotaremos con las
letras f, g, h, etc.
® Dos mapeos, dom, cod : Mor(C) — Obj(C), que asignan a cada flecha f su

dominio dom(f) y codominio cod(f). Para una flecha f con dominio A'y
codominio B escribiremos f : A — B. Y para cada par de objetos A, B

definimos el conjunto
C(A,B) :={f € Mor(C)|f:A— B}

al que llamaremos Hom-set y también escribiremos como Homc(A, B).
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i Qué es una categoria?

Definicién (Categoria)
® Para cualquier terna de objetos A, B, C, la composicién de morfismos,

Cas.c : C(A B) x C(B,C) = C(A, C).

Dados f € C(A,B), g € C(B, C), escribiremos g o f para denotar
Cas,c(f,g).

A f B £ C

® Para cada objeto A, una flecha identidad, 1, : A — A.
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i Qué es una categoria?

Definicién (Categoria)
Tales que se satisfagan los siguientes axiomas:

® Asociatividad: para cualesquiera morfismos f : A— B, g: B — C,
h: C — D, se cumple que

ho(gof)=(hog)of
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i Qué es una categoria?

Definicién (Categoria)

® |dentidades: para cualquier morfismo f : A — B se cumple que

folpy=f=1gof.

1lgof
folp

1p
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Ejemplo: Set

Set es la categoria cuyos objetos son conjuntos y sus morfismos son funciones
entre conjuntos. En esta categoria

® Flecha identidad: Es |la funciéon identidad

Ix: X=X

X — X

® Composicion: Es la composicién de funciones. Si f: X — Yyg:Y = Z

son dos funciones, luego

gof: X—Z
x — g(f(x))

es su funcién composicién.
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Otros ejemplos

® Vect: Los objetos son espacios vectoriales y los morfismos son

transformaciones lineales.

® Pos: Los objetos son conjuntos parcialmente ordenados y los morfismos son

funciones mondtonas.

® Top: Los objetos son espacios topoldgicos y los morfismos son los mapeos

continuos.

® Grp: Los objetos son grupos y morfismos son homomorfismos de grupos.
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i Qué es un functor?

Definicién (Functor)
Un functor F : C — D estd dado por:
® Un mapeo de objetos, que asigna un objeto FA en D a cada objeto A de C.

® Un mapeo de flechas que asigna un morfismo Ff : FA — FB en D a cada
morfismo f : A — B en C de tal forma que se preserven las identidades y

composiciones, es decir: F(gof) = F(g)oF(f)yF(1a) = 1ga).
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Ejemplo

Definicién (Imagen directa)
Sea f : X — Y una funcion y A C X un subconjunto de X, la imagen directa de
X bajo f es el conjunto f[X]| C Y que tiene a todos los elementos de Y iguales

a f(x) para alguna x € A:

f[Al:=={y €Y |y="f(x) para x € A}

El functor potencia

En Set podemos definir el (endo)functor potencia P : Set — Set cuyo mapeo de
objetos envia un objeto X a su conjunto potencia PX y el mapeo de morfismos
envia una funcién f : X — Y a la imagen directa de S C X bajo f,

Pf:PX —PY.
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i Qué es una transformacién natural?

Definicién (Transformacién natural)
Dados dos functores S, T : C — D, una transformacion natural o : S = T es un
morfismo que asigna a cada objeto ¢ de C una flecha .. : Sc — Tc de D de tal

forma que para cada flecha f : ¢ — ¢’ en C el siguiente diagrama

ac
c Sc Tc
f Sf Tf
c’ S¢/ ———— T¢
'C/

es conmutativo. A

27/34



i Qué es una transformacién natural?

Intuicion
Si pensamos en los functores Sy T como “proyecciones’ de la “imagen” de una
categoria sobre otra, entonces una transformacién natural es un conjunto de

flechas que de cierta forma “traduce” una imagen en otra.
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i Qué es una ménada?

Broma 1.1

Una ménada es un burrito.
Definiciéon (Ménada)
Una ménada T = (T,n, 1) en una categoria C consiste de un endofunctor

T : C — C y dos transformaciones naturales n : 1c = T y ;u: T?> = T tales que

los siguientes diagramas son conmutativos

R T

nT T2 Tn T
T
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Ejemplo

Consideremos nuevamente el endofunctor potencia P : Set — Set. Sean
ny Y = P(Y) la operacién de singleton

ny(y) ={r}
y iy - PP(Y) = P(Y) la operacién de unién
() =~

Como 7 y 1« son transformaciones naturales, entonces la terna (P, {—},]J) es

una mdnada en la categoria Set.
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i Qué es una categoria monoidal?

Definicién (Categoria monoidal)
Una categoria monoidal B = (B, ®, e, o, A, p) es una categoria B, un bifunctor
@ : B x B — B, un objeto e € B y tres transformaciones naturales o, \, p. De

forma explicita
a:a®(boc)2(a®b)®c

a@ (b®(c@d)) = (a@b)@(c®@d) —— ((a@b)®@c)®d

| T

1®a a®l

| |

a® ((b®c)®d) - (a@(b®c))®d
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