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Formalizacion de una teoria

En el campo del razonamiento automatico se habla de formalizacion
de una teoria cuando sus teoremas son demostrados automatica-
mente o cuando sus demostraciones son verificadas por un asistente
de pruebas.

Jorge O. Acevedo Acosta, Jose L. Echeverri Jurado Una formalizacién del sistema de los niimeros reales



Resumen

Se presenta la formalizaciéon de una axiomética del sistema de los
ndmeros reales, tal como lo presenta Apostol [1974], en el asisten-
te de pruebas Agda. Asi mismo, se demuestran formalmente, de
forma interactiva y automatica, algunas propiedades del sistema.
Las demostraciones automaticas fueron realizadas por demostrado-
res automaticos de teoremas de propdsito general.
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Estado del Arte

Algunas formalizaciones

Dado la importancia del sistema de los niimeros reales no sorpren-
de que su formalizacién haya sido realizada empleando diferentes
metodologias y diferentes asistentes de prueba.

Boldo, Lelay y Melquiond [2016] mencionan que los enfoques para la
formalizaciéon del sistema de los nimeros reales se pueden clasificar
en tres grupos:

e formalizaciones que caracterizan los niimeros reales como un
conjunto dado con operaciones y propiedades,

o formalizaciones donde los nlimeros reales se construyen como
completacién de los racionales y

o formalizaciones basadas en los niimeros hiperreales.
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Estado del Arte

Asistentes de pruebas

Los asistentes de pruebas empleados incluyen Coq [The Coq Deve-
lopment Team 2016], HOL4 [Slind y Norrish 2008], HOL Light [Ha-
rrison 2015] e Isabelle [Nipkow, Paulson y Wenzel 2016], entre otros.
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Agda: Un lenguaje de programacién funcional y un

asistente de pruebas

Preliminares

@ Para realizar las demostraciones de propiedades se emplearon
algunos conceptos de Agda [Norell 2007], tales como: tipos
inductivos, tipos dependientes, funciones recursivas, adiciéon de
axiomas y razonamiento ecuacional.
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Agda: Un lenguaje de programacién funcional y un

asistente de pruebas

Preliminares

@ Para realizar las demostraciones de propiedades se emplearon
algunos conceptos de Agda [Norell 2007], tales como: tipos
inductivos, tipos dependientes, funciones recursivas, adiciéon de
axiomas y razonamiento ecuacional.

@ Se implementé las conectivas ldgicas incluyendo la constante 1
(lamada bottom).
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Razonamiento ecuacional

Para demostrar propiedades siguiendo un estilo algebraico, se define
la igualdad implementada para el tipo R.
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Razonamiento ecuacional

Para demostrar propiedades siguiendo un estilo algebraico, se define
la igualdad implementada para el tipo R.

Tipo del sistema de los nimeros reales

postulate
R : Set
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Razonamiento ecuacional

Para demostrar propiedades siguiendo un estilo algebraico, se define

la igualdad implementada para el tipo R.
Tipo del sistema de los nimeros reales

postulate
R : Set )

Igualdad

data = : R - R - Set where

refl : (x : R) » x = X
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Razonamiento ecuacional

Para demostrar propiedades siguiendo un estilo algebraico, se define
la igualdad implementada para el tipo R.

. . s

Tipo del sistema de los nimeros reales

postulate

R : Set )
Igualdad
data = : R - R - Set where

refl : (x : R) » x = X )

=()_:V¥x{yzt-x=y-y=z-x=12
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Formalizacion de los nimeros reales

Se realiza la formalizacién de los axiomas clasificados en tres grupos:
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Formalizacion de los nimeros reales

Se realiza la formalizacién de los axiomas clasificados en tres grupos:

@ Axiomas de campo. Se supone la existencia de dos operacio-
nes binarias, adicién (_+_) y multiplicacién (_*_) que satisfacen
ciertas propiedades.
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Formalizacion de los nimeros reales

Axiomas

Se realiza la formalizacién de los axiomas clasificados en tres grupos:

@ Axiomas de campo. Se supone la existencia de dos operacio-
nes binarias, adicién (_+_) y multiplicacién (_*_) que satisfacen
ciertas propiedades.

@ Axiomas de orden. Para la relacién binaria > (mayor que) se
introducen las propiedades de orden como un conjunto de axio-
mas.
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Formalizacion de los nimeros reales

Se realiza la formalizacién de los axiomas clasificados en tres grupos:

@ Axiomas de campo. Se supone la existencia de dos operacio-
nes binarias, adicién (_+_) y multiplicacién (_*_) que satisfacen
ciertas propiedades.

@ Axiomas de orden. Para la relacién binaria > (mayor que) se
introducen las propiedades de orden como un conjunto de axio-
mas.

@ Axioma de completitud. Para la formalizacion del axioma de
completitud, se formaliza en Agda las definiciones de: cota su-
perior, conjunto acotado y supremo de un conjunto (adaptadas
de la libreria estandar de Coq).
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Axioma de completitu
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Axioma de completitud

@ UpperBound : (R - Set) - R - Set
UpperBound E ub = (x : R) - E x > x = ub
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Axioma de completitud

@ UpperBound : (R - Set) - R - Set
UpperBound E ub = (x : R) - E x > x = ub

@ Bound : (R - Set) - Set
Bound E = 3- (A ub - UpperBound E ub)
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Axioma de completitud

@ UpperBound : (R - Set) - R - Set
UpperBound E ub = (x : R) - E x > x = ub

@ Bound : (R - Set) - Set
Bound E = 3- (A ub - UpperBound E ub)

@ Lub : (R - Set) - R - Set
Lub E sup = (UpperBound E sup) A ((ub : R) -
UpperBound E ub - sup = ub)

v
Axioma
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Axioma de completitud

@ UpperBound : (R - Set) - R - Set
UpperBound E ub = (x : R) - E x > x = ub

@ Bound : (R - Set) - Set
Bound E = 3- (A ub - UpperBound E ub)

@ Lub : (R - Set) - R - Set
Lub E sup = (UpperBound E sup) A ((ub : R) -
UpperBound E ub - sup = ub)

@ postulate
completeness : (E : R » Set) - Bound E -
i (A x » E x) » 3+ (A sup » Lub E sup)
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Demostracion interactiva

Realizar pruebas interactivas consiste en utilizar un asistente de prue-
bas en la que el usuario interactia con la computadora indicandole
el paso a paso.
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Demostracion interactiva

Realizar pruebas interactivas consiste en utilizar un asistente de prue-
bas en la que el usuario interactia con la computadora indicandole
el paso a paso.

Preliminares

o Agda es entre otras, un asistente de pruebas interactivo, donde
se puede realizar la escritura y verificacién de la demostracion
de teoremas.
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Demostracion interactiva

Realizar pruebas interactivas consiste en utilizar un asistente de prue-
bas en la que el usuario interactia con la computadora indicandole
el paso a paso.

Preliminares

o Agda es entre otras, un asistente de pruebas interactivo, donde
se puede realizar la escritura y verificacién de la demostracion
de teoremas.

e El razonamiento ecuacional [Mu, Ko y Jansson 2009] es em-
pleado en Agda para verificar pruebas usando un estilo alge-
braico, donde cada paso es justificado al frente enunciando las
propiedades empleadas.
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Demostracion interactiva

Realizar pruebas interactivas consiste en utilizar un asistente de prue-
bas en la que el usuario interactia con la computadora indicandole
el paso a paso.

Preliminares

o Agda es entre otras, un asistente de pruebas interactivo, donde
se puede realizar la escritura y verificacién de la demostracion
de teoremas.

e El razonamiento ecuacional [Mu, Ko y Jansson 2009] es em-
pleado en Agda para verificar pruebas usando un estilo alge-
braico, donde cada paso es justificado al frente enunciando las
propiedades empleadas.

@ Se formaliza a continuacién una propiedad
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Demostracion interactiva

Utilizando las constantes, definiciones, funciones y los axiomas de
campo para el sistemas de los niimeros reales, se formaliza la de-
mostracién de la siguiente propiedad.
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Demostracion interactiva

Utilizando las constantes, definiciones, funciones y los axiomas de
campo para el sistemas de los niimeros reales, se formaliza la de-
mostracién de la siguiente propiedad.

Ejemplo

Se demuestra que
si z = y entonces © + 2z = y + 2z, para todo x,y,z € R. (1)

La formalizacién de la demostracién, se realiza usando razonamiento
ecuacional.
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Demostracion interactiva

Utilizando las constantes, definiciones, funciones y los axiomas de
campo para el sistemas de los niimeros reales, se formaliza la de-
mostracién de la siguiente propiedad.

Ejemplo
Se demuestra que

si z = y entonces © + 2z = y + 2z, para todo x,y,z € R. (1)

La formalizacién de la demostracién, se realiza usando razonamiento

ecuacional.

congruence-r : {xXyz : R}y > X=y->X+2z2=Yy+ 2
congruence-r {x} {y} {z} x=y = { }

El objetivo a demostrar x + z =y + z
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Demostracion interactiva

congruence-r : {xyz :R}>XxXx=y->XxX+z=y+z
congruence-r {x} {y} {z} x=y =

x+z=({1})

y + 2 |
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Demostracion interactiva

congruence-r : {xyz :R}>XxXx=y->XxX+z=y+z
congruence-r {x} {y} {z} x=y =

x+z=({1})

y+zl1
congruence-r : {xXyz :R} > X=y->X+2z=y+ 2z

congruence-r {x} {y} {z} x=y
X+ z=(subst {}{}{1})
y+z1
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Demostracion interactiva

congruence-r : {xyz :R}>XxXx=y->XxX+z=y+z

congruence-r {x} {y} {z} x=y
X +z =(subst { } x=y { } )
y+zl1
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Demostracion interactiva

congruence-r : {xyz :R}>XxXx=y->XxX+z=y+z
congruence-r {x} {y} {z} x=y =

X +z =(subst { } x=y { } )

y+zl1
congruence-r : {xXyz :R} > X=y->X+2z=y+ 2z

congruence-r {x} {y} {z} x=y
X + z =( subst (Aw-> (x + z
y+z1

w + z)) x=y (refl (x + 2)) |)
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Demostracion automatica

La demostracién automatica esta referida a la utilizacién de pro-
gramas de razonamiento que implementan métodos y técnicas para
demostrar propiedades y teoremas de diferentes teorias formales.
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Demostracion automatica

La demostracién automatica esta referida a la utilizacién de pro-
gramas de razonamiento que implementan métodos y técnicas para
demostrar propiedades y teoremas de diferentes teorias formales.

Preliminares
@ La TPTP es una biblioteca de problemas para sistemas que
prueban teoremas automaticamente para la légica clasica, ade-
mas el lenguaje TPTP, hace parte de esta biblioteca y es so-
portado por varios de los ATPs.

Jorge O. Acevedo Acosta, Jose L. Echeverri Jurado Una formalizacién del sistema de los niimeros reales



Demostracion automatica

La demostracién automatica esta referida a la utilizacién de pro-
gramas de razonamiento que implementan métodos y técnicas para
demostrar propiedades y teoremas de diferentes teorias formales.

Preliminares

@ La TPTP es una biblioteca de problemas para sistemas que
prueban teoremas automaticamente para la légica clasica, ade-
mas el lenguaje TPTP, hace parte de esta biblioteca y es so-
portado por varios de los ATPs.

@ Apia [Sicard-Ramirez 2015, cap. 6] es un programa que traslada
la representacién que realiza Agda de las formulas de primer
orden al lenguaje TPTP, asi mismo es una interfaz entre Agda
y los ATPs.
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Demostracion automatica

Para realizar demostraciones automaticas de propiedades se usa una
version extendida del programa Agda, se emplea el programa Apia
y los demostradores automaticos. Los pasos son los siguientes:
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Demostracion automatica

Para realizar demostraciones automaticas de propiedades se usa una
version extendida del programa Agda, se emplea el programa Apia
y los demostradores automaticos. Los pasos son los siguientes:
@ Adicionar los ATP-pragma de las definiciones y axiomas nece-
sarios de la formalizacién en Agda.

{-# ATP axioms A B #-}
A y B formulas
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Demostracion automatica

Para realizar demostraciones automaticas de propiedades se usa una
version extendida del programa Agda, se emplea el programa Apia
y los demostradores automaticos. Los pasos son los siguientes:

@ Adicionar los ATP-pragma de las definiciones y axiomas nece-
sarios de la formalizacién en Agda.

{-# ATP axioms A B #-}
A y B formulas

@ Compilar el archivo empleando Agda.

$ agda ejemplo.agda
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Demostracion automatica

Para realizar demostraciones automaticas de propiedades se usa una
version extendida del programa Agda, se emplea el programa Apia
y los demostradores automaticos. Los pasos son los siguientes:

@ Adicionar los ATP-pragma de las definiciones y axiomas nece-
sarios de la formalizacién en Agda.

{-# ATP axioms A B #-}
A y B formulas

@ Compilar el archivo empleando Agda.
$ agda ejemplo.agda

@ Ejecutar Apia, en el archivo ejemplo.agda, seleccionando los
ATPs de preferencia.

$ apia --atp=e --atp=vampire ejemplo.agda
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Demostracion automatica

Para realizar demostraciones automaticas de propiedades se usa una
version extendida del programa Agda, se emplea el programa Apia
y los demostradores automaticos. Los pasos son los siguientes:

@ Adicionar los ATP-pragma de las definiciones y axiomas nece-
sarios de la formalizacién en Agda.

{-# ATP axioms A B #-}
A y B formulas

@ Compilar el archivo empleando Agda.
$ agda ejemplo.agda

@ Ejecutar Apia, en el archivo ejemplo.agda, seleccionando los
ATPs de preferencia.

$ apia --atp=e --atp=vampire ejemplo.agda

@ Verificar si los ATPs seleccionados demostraron o no la formu-
la.
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Demostracion automatica

Consideraciones

Durante este proceso Apia llama indistintamente los ATPs seleccio-
nados, si uno de ellos demuestra la propiedad, entonces el proceso
se detiene y Apia informa cual ATP realizé la demostracién. Si una
propiedad no es demostrada empleando la metodologia presentada
en esta tesis, esto se puede asociar a uno de los siguientes casos:
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Demostracion automatica

Consideraciones

Durante este proceso Apia llama indistintamente los ATPs seleccio-
nados, si uno de ellos demuestra la propiedad, entonces el proceso
se detiene y Apia informa cual ATP realizé la demostracién. Si una
propiedad no es demostrada empleando la metodologia presentada
en esta tesis, esto se puede asociar a uno de los siguientes casos:

o El tiempo de espera maximo que se ha programado en el compu-
tador para que los ATPs intenten realizar la demostracion es
corto y en consecuencia no alcanzaron a realizar la demostra-
cion.
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Demostracion automatica

Consideraciones

Durante este proceso Apia llama indistintamente los ATPs seleccio-
nados, si uno de ellos demuestra la propiedad, entonces el proceso
se detiene y Apia informa cual ATP realizé la demostracién. Si una
propiedad no es demostrada empleando la metodologia presentada
en esta tesis, esto se puede asociar a uno de los siguientes casos:

o El tiempo de espera maximo que se ha programado en el compu-
tador para que los ATPs intenten realizar la demostracion es
corto y en consecuencia no alcanzaron a realizar la demostra-
cion.

@ Los ATPs elegidos ninguno logra hacer la demostracién, en este
caso se puede usar un ATP diferente.
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Demostracion automatica

Consideraciones

Durante este proceso Apia llama indistintamente los ATPs seleccio-
nados, si uno de ellos demuestra la propiedad, entonces el proceso
se detiene y Apia informa cual ATP realizé la demostracién. Si una
propiedad no es demostrada empleando la metodologia presentada
en esta tesis, esto se puede asociar a uno de los siguientes casos:

o El tiempo de espera maximo que se ha programado en el compu-
tador para que los ATPs intenten realizar la demostracion es
corto y en consecuencia no alcanzaron a realizar la demostra-
cién.

@ Los ATPs elegidos ninguno logra hacer la demostracién, en este
caso se puede usar un ATP diferente.

@ No sabe si la propiedad se puede demostrar automaticamente.

<
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Demostracion automatica

Ejemplo

La propiedad (1) fue demostrada de forma interactiva. Para de-
mostrar automaticamente esta propiedad, se postula y se emplea el
ATP-pragma para indicarle a los ATPs que la intenten demostrar.
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Demostracion automatica

Ejemplo

La propiedad (1) fue demostrada de forma interactiva. Para de-
mostrar automaticamente esta propiedad, se postula y se emplea el
ATP-pragma para indicarle a los ATPs que la intenten demostrar.

Demostracion automatica.

postulate congruence-r : {xy z : R} » x
- X +

[}
N <

{-# ATP prove congruence-r #-}
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Limite de una funcién

Formalizacién de Iimite

@ Para formalizar el concepto de limite de una funcién se procedid
en primer lugar a formalizar el valor absoluto de un nimero
real y en segundo lugar, la distancia entre dos puntos, luego se
demostraron algunas de sus propiedades.
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Limite de una funcién

Formalizacién de Iimite

@ Para formalizar el concepto de limite de una funcién se procedid
en primer lugar a formalizar el valor absoluto de un nimero
real y en segundo lugar, la distancia entre dos puntos, luego se
demostraron algunas de sus propiedades.

@ La formalizacion de la definicién de limite fue adaptada de la
libreria estandar de Coq.
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Limite de una funcién

Formalizacién de Iimite

@ Para formalizar el concepto de limite de una funcién se procedid
en primer lugar a formalizar el valor absoluto de un nimero
real y en segundo lugar, la distancia entre dos puntos, luego se
demostraron algunas de sus propiedades.

@ La formalizacion de la definicién de limite fue adaptada de la
libreria estandar de Coq.

@ Luego de haber realizado esta adaptacion se demostraron algu-
nas propiedades.
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Conclusiones

A partir del trabajo realizado se obtuvieron los siguientes resultados:

@ Se presentd de forma axiomatica el sistema de los nimeros
reales, utilizando el asistente de pruebas Agda, para realizar
demostraciones interactivas.
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Conclusiones

A partir del trabajo realizado se obtuvieron los siguientes resultados:

@ Se presentd de forma axiomatica el sistema de los nimeros
reales, utilizando el asistente de pruebas Agda, para realizar
demostraciones interactivas.

@ Se emplearon los demostradores autométicos de teoremas como
E 'y Vampire, asi como el programa Apia, para demostraciones
automaticas.
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Conclusiones

@ Como experiencia en la formalizaciéon de algunas propiedades
del sistema de los nimeros reales en Agda se destaca que el
proceso fue arduo y extenso. Por ejemplo, el caso de la forma-
lizacién del axioma de tricotomfa.
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Conclusiones

@ Como experiencia en la formalizaciéon de algunas propiedades
del sistema de los nimeros reales en Agda se destaca que el
proceso fue arduo y extenso. Por ejemplo, el caso de la forma-
lizacién del axioma de tricotomfa.

@ Se reconocieron y experimentaron algunas de las limitaciones
para realizar demostraciones automaticas. En el contexto de
esta tesis las principales limitaciones estan relacionadas con el
programa Apia, tales como: definiciones que no estan en 16-
gica de primer orden, funciones de orden superior, trasladar al
lenguaje TPTP la funcionalidad de la palabra reservada with y
cuando se emplean varios universos en la formalizacién.
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La formalizacién, los ejemplos mostrados en la presentacion y otros
mas se encuentran en el siguiente repositorio en GitHub:

https://github.com/jechev28/real-numbers-formalisation J
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https://github.com/jechev28/real-numbers-formalisation
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Gracias!



