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Preliminares

Convenciones

@ La numeracién (de secciones, definiciones, teoremas, figuras, paginas, etc.) en estas
diapositivas corresponde a la numeracién en [Bar1992al.

Los niimeros naturales incluyen el cero, es decir, N = {0,1,2,...}.

El conjunto potencia de un conjunto A es denotado PA.

En las definiciones inductivas se sobreentiende que el conjunto definido es el menor
conjunto que satisface las condiciones.

Lambda Calculus

Los términos «definicién inductiva» y «definicién recursiva» se usan como sinénimos.
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Introduccidén

Alonzo Church (1903 — 1995)2

®Figuras tomadas de History of computers, Wikipedia y MacTutor History of Mathematics.
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Introduccidén

Stephen Cole Kleene (1909 — 1994)2 John Barkley Rosser (1907 — 1989)®

*Figuras tomadas de MacTutor History of Mathematics y Oberwolfach.

PFigura tomada de la John Simon Guggenheim Memorial Foundation.
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Introduccidén

@ Un sistema formal creado por Alonzo Church alrededor de 1930 y sus estudiantes Stephen
Kleene y J. Barkley Rosser.

@ El objetivo inicial fue usar el lambda célculo para las fundaciones de la matematicas.
@ Empleado para estudiar funciones y recursividad.

@ Modelo de computabilidad.

@ Base de los lenguajes de programacion funcionales (Lisp, Haskell, ML, Scheme, etc.)

e Notacién (p. ej. funciones anénimas y curryficacion).
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Introduccidén

Bibliografia
@ Articulos introductorios: [Bar1992b, § 2] y [BB2000].
@ Una presentacién sucinta de la teoria: [Sel2009, Apéndice A].
@ Una presentacién de los desarrollos actuales: [CH2009]

@ Un articulo acerca de la historia del lambda célculo: [Ros1984]. Véase también [CH2009] y
[Sel2009)].

@ Libro de texto: [HS52008].
e La «biblian: [Bar2004].
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Aplicacién, A-abstraccién y [-conversion (informalmente)

En el tablero.



Introduccidén

Definicion
Una funcién es de orden superior sii
(i) recibe (al menos) una funcién como un argumento o

(i) retorna una funcién como resultado.
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Introduccidén

Definicion
Una funcién es de orden superior sii
(i) recibe (al menos) una funcién como un argumento o

(i) retorna una funcién como resultado.

Ejemplos
En el tablero.
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Introduccidén

Definicion
Una funcién es de orden superior sii
(i) recibe (al menos) una funcién como un argumento o

(i) retorna una funcién como resultado.

Ejemplos
En el tablero.

Observacién
Las funciones de orden superior son usualmente llamadas «funcionales» en matematicas.
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Introduccidén

Funciones de varias variables

Funciones de varias variables pueden ser representadas por funciones de orden superior y
usos repetidos de aplicacién. Esta técnica fue propuesta por Schénfinkel, pero es llamada
curryficacion debido a que fue popularizada por Haskell Curry.
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Introduccidn
Ejemplo (curryficacién)
Sea g: X x Y — Z una funcién de dos variables. Podemos definir dos funciones f, y f por:

fo Y = 72 f: X =Y =2
fo = Xy.g(z,9), f=2z.fe

Entonces (fz)y = f,y = g(x,y). Es decir, la funcién de dos variables
g: XxY =272
es representada por la funcién curryficada de orden superior.

X =Y —=2).
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Lambda términos

Definicién 2.1.1

Sea V' un conjunto enumerable de variables. El conjunto de lambda términos o \-términos,
denotado por A, es inductivamente definido por:

reV=xel (variable)
M,NeA= (MN)eA (aplicacién)
MeANzeV=(AM)eA (A-abstraccién)
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Lambda términos

Definicién 2.1.1

Sea V' un conjunto enumerable de variables. El conjunto de lambda términos o \-términos,

denotado por A, es inductivamente definido por:?

reV=xel (variable)
M,NeA= (MN)eA (aplicacién)
MeANzeV=(AM)eA (A-abstraccién)

?La definicién en el texto guia incluye constantes las cuales no serdn usadas en el curso.

Lambda Calculus
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Ejemplos
En el tablero.



Lambda términos

Definicion
EL conjunto de A-términos A también es definido frecuentemente empleando reglas de inferencia.
Sea V' un conjunto enumerable de variables, entonces:

zeV

iabl
= (variable)

MeA N eA
(MN)eA

(aplicacion)

MeA zeV
(Ax.M) e A

(\-abstraccién)

Lambda Calculus 21/85



Lambda términos

Observacion
Usualmente, el conjunto de A-términos A es introducido por una gramatica abstracta.?

Ast:=z (variable)
| tt (aplicacién)
| Az.t (A-abstraccién)

®Véase, p. gj. [Pie2002].
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Lambda términos

Convenciones
@ Las variables serdn denotadas por letras mintsculas =, vy, z, . . ..

@ Los A-términos serdn denotados por L, M, N, ....

Notacion
La expresiéon M = N denota que M y N son el mismo A-término (identidad sintactica).
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Ligadura de variables
Definicion

La ocurrencia de una variable  en un A-término M es libre sii x no estd en el alcance de \x.
En caso contrario, la ocurrencia de la variable x esta ligada por la abstracciéon Ax.

Lambda Calculus 24/85



Ligadura de variables

Definicién 2.1.4.(i)

El conjunto de variables libres de un A\-término M, denotado por FV(M), es inductivamente
definido por:

FV(z) = {z},

FV(M N) := FV(M) UFV(N),
FV(Ax.M) := FV(M) — {z}.
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Sustitucién

Definicidn

El resultado de sustituir cada ocurrencia libre de una variable = por un A-término L en un
A-término M, cambiando variables libres para evitar su captura, denotado por M|z + L],
estad definido por [HS2008, Definition 1.12]:

x[z— L] :=
ylx— L] :=
(MQ)a L] =
(Ae.M)[xz+— L] :=
Ay.M)[z— L] :=
Ay.M)[z— L] :=
(Ay.M)[z— L] :=

(MM%LD@MHLM

Ax.M;

Ay.M,

Ay M|z L],

Ao (M[y > 2])[z > L],

si y # x;

siyZzyxz g FV(M);
siyZz,xr € FV(M)yy & FV(L);
siy#Zxz,x € FV(M)yy e FV(L);

donde en la dltima ecuacién, la variable z es seleccionada tal que z ¢ FV(L M).

Lambda Calculus
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Ejemplos
En el tablero.



Lambda términos

Convenciones
@ Los paréntesis mas externos no son escritos.

@ La aplicacién tiene mayor precedencia que la \-abstraccion, es decir,

Az. M N = (Az. (M N)).

@ La aplicacién asocia a la izquierda, es decir,

@ La \-abstraccién asocia a la derecha, es decir,

Az Az Az M= Az (Aza. (.. Az M) .. ))).

Lambda Calculus 28/85



Convenciones
Ejemplo

(A2 Ay Az ((22) (y2))) w) v) w)

= (paréntesis externos son removidos)

(. (Ay. (A2 (@ 2) (y2))) u) ) w

(A-abstraccién asocia a la derecha)

.2y (A2 (22) (y2))) u) o) w

(A-abstraccién asocia a la derecha)

z Ay Az ((x2)(yz)))u)v)w

= (aplicacién mayor prec. que A-abst.)

>

(((

>

(((

Lambda Calculus

(Ax Ay Az (x2)(y2)u)v)w

= (aplicacién asocia a la izquierda)
(Az Ay Az (z2) (y2)u)vw

= (aplicacién asocia a la izquierda)
Az Ay Az (z2)(yz)uvw

= (aplicacién asocia a la izquierda)

Az Ay Az zz(yz)uvw
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La teoria A\

Introduccion

@ «The principal object of study in the \-calculus is the set of \-terms modulo
convertibility.» [Bar2004, pag. 22].

@ La relacién de convertibilidad, denotada =y, es definida por la teoria A.
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La teoria A\

Definicidon
Los términos de la teoria X\ son los A-términos.

Definicion
Las formulas de la teoria A son de la forma M =,y IV, donde M, N son A-términos.

Lambda Calculus 32/85



La teoria A\

Definicién 2.1.5

Sean L, M, N tres A-términos y sea x una variable. La relacion de convertibilidad =,y es
definida inductivamente por:

@ Axioma 3
(M. M)N =cony M|z — N].
@ Axiomas y reglas de inferencia para ser una relaciéon de equivalencia
(i) M =cony M (refl),
(i) M =cony N = N =cony M (sim),
(iii) M =conv N, N =cony L = M =cony L (trans)-
@ Reglas de inferencia de compatibilidad
(i) M =cony N = M L =¢ony N L (appd),
(“) M —conv N=LM —conv LN (appl),
(iii) M =cony N = Az.M =cony Ax.N (abst).
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La teoria A\

Definicion
Sean L, M, N tres A-términos y sea = una variable. La relacién de convertibilidad =, también
se puede definir empleando reglas de inferencia:

@ Axioma 3

()\‘LJ\1> N —conv ]\/[{L — N} (aXIOma ﬁ)

@ Axiomas y reglas de inferencia para ser una relacién de equivalencia

M =conv N M =conv N N =conv L
_— refl conv . conv conv
M —conv M ( ) N —conv M (Slm) M —conv L (tranS)
@ Reglas de inferencia de compatibilidad
M —conv N M —conv N . M —conv N
d bst
ML —eom NI 2PPY) LM = LN 2PP) VT — v
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Notacién
Si M =cony N es un teorema, éste es denotado por A+ M = o,y N.



La teoria A\

Notacion
Si M =¢ony IV es un teorema, éste es denotado por A+ M =.ony V.

Definicién 2.1.5
Los A-términos M y N son [-convertibles sii A = M =, V.
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La teoria A\

Notacion
Si M =¢ony IV es un teorema, éste es denotado por A+ M =.ony V.

Definicion 2.1.5
Los A-términos M y N son [-convertibles sii A = M =, V.

Observacion
La teoria A es
@ una teoria ecuacional,

o logic-free, es decir, las formulas de la teoria no contienen constantes logicas.

Lambda Calculus 37/85



La teoria A\

Ejemplo
Sean My N dos A-términos. Demostrar que A = (Az. Ay.x) M N =cony M.

(i) Una demostracién en forma de arbol

ioma
Nz Ay 2) M —eome Ay M (ax"(’mad))
a
Oz Ay 2) MN =y Ay M)N PP
Az Ny.x) M N =cony M

(axioma 3)

ANy M)N =conv M
(\y-M) €© (trans)

Lambda Calculus
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La teoria A\

Ejemplo
Sean My N dos A-términos. Demostrar que A = (Az. Ay.x) M N =cony M.

(i) Una demostracién en forma de arbol

ioma
Nz Ay 2) M —eome Ay M (ax"(’mad))
a
Oz Ay 2) MN =y Ay M)N PP
Az Ny.x) M N =cony M

(axioma 3)

ANy M)N =conv M
(\y-M) €© (trans)

(ii) Una demostracién lineal

Az Ay ) M =cony Ay-M (axioma f3)
2. Az Ay.x) M N =cony (Ay.M)N (appd en 1)
3. A\y.M)N =¢ony M (axioma f3)
4. Nz A y.x) M N =cony M (trans en 2y 3)

Lambda Calculus
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La teoria A\

Observacion

Church empled el nombre «conv» para denotar la relacién de convertibilidad (véase,
p. €. [Chul951]). El texto guia usa el simbolo de la igualdad «=n, tal vez siguiendo a [CF1958,
§3.D.3).
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Alfa congruencia

Definicién

Un cambio de variables ligadas en un A\-término M es reemplazar un subtérmino \z. NV
de M por \y.(N[z — y]) donde la variable y no ocurre en el A-término N [Bar2004,
Definicién 2.1.11].

Definicién

Un A-término M es a-congruente con un A\-término N, denotado por M =, N, sii N
resulta de M por un ndmero finito (quizas cero) de cambios de variables ligadas [Bar2004,
Definicién 2.1.11].

Ejemplos
En el tablero.
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Alfa congruencia

Teorema

La relacién =, es una relaciéon de equivalencia.?

Convencién

Nosotros sintacticamente identificamos A-términos que son a-congruentes— siguiendo [Bar2004,
Convencién 2.1.12]—, es decir,

M=N:=M=, N.

*Véase, p. ej. [HS2008, Lema 1.19b].
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Combinadores

Definicién 2.1.4.(ii)

Un combinador (o A-término cerrado) es un A-término sin variables libres.
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Combinadores

Ejemplo 2.1.6 (algunos combinadores comunes)

| := \z.x (identidad)
Ki=Az.\y.x (proyeccién primera componente)
Ki:=Az. Ay .y (proyeccién segunda componente)
S:=Af.Ag. Az fz(gx) (composicién fuerte)

Lambda Calculus
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Combinadores

Ejemplo 2.1.6 (algunos combinadores comunes)

| := \z.x (identidad)

Ki=Az.\y.x (proyeccién primera componente)
Ki:=Az. Ay.y (proyeccién segunda componente)

S:=Af.Ag. Az fz(gx) (composicién fuerte)

Teorema
Sean L, M, N A-términos, entonces

AFIM —come M,
AFKMN =com M,
AFK.MN =com N,
AFSMNL =cony ML(NL).

Lambda Calculus
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Combinadores

Observacion

Los programas en un lenguaje de programacién basado en el lambda célculo son combinadores.
combinators.

Observacién

Los combinadores K y S (es decir, la légica combinatoria) son un lenguaje Turing-completo.
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Combinadores de punto fijo

Teorema 2.1.7.(i) (teorema de punto fijo)

Para cualquier A-término F', existe un A-término X, tal que

AFFX =cony X.
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Combinadores de punto fijo

Teorema 2.1.7.(i) (teorema de punto fijo)

Para cualquier A-término F', existe un A-término X, tal que
AFFX =cony X.

Demostracién.

Sea W := \x. F' (rx) ysea X := W V. Entonces,

X=WWwW
=(\e. F(zx))W
:convF(WW)
=FrX,
Es decir, A F F' X =cony X.
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Combinadores de punto fijo

Definicion
Un combinador de punto fijo es un combinador fix tal que, para cualquier A-término F',

A fix F =cony F (fix ).
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Combinadores de punto fijo

Teorema 2.1.7.(ii)
El combinador Y := A\ f. V'V, donde V := A z. f (x x), es un combinador de punto fijo.
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Combinadores de punto fijo

Teorema 2.1.7.(ii)
El combinador Y := A\ f. V'V, donde V := A z. f (x x), es un combinador de punto fijo.

Demostracién
En el tablero.
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Combinadores de punto fijo
Teorema 2.1.7.(ii)
El combinador Y := A\ f. V'V, donde V := Axz. f (z x), es un combinador de punto fijo.?

Demostracién
En el tablero.

*De acuerdo a [HS2008, pag. 36], este combinador fue insinuado por Curry en 1929 y publicado por primera
vez por Rosenbloom [Ros1950]. Véase también [Bar2004, Corollary 6.1.3].
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Combinadores de punto fijo

Teorema

El combinador U U, donde U := Au. Az.z (uvux), es un combinador de punto fijo.?

*Este combinador fue definido por Turing [Turl937]. Véase también [Bar2004, Definition 6.1.4].
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Recursividad usando combinadores de punto fijo

Descripcion

Los combinadores de punto fijo permiten representar la recursividad en el lambda célculo.
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Recursividad usando combinadores de punto fijo

Ejemplo

Un ejemplo informal usando un combinador de punto fijo fix para definir la funcién facto-
rial [Pey1987, § 2.4.1].

fac:= An.if (n == 0) then lelsen x fac(n — 1) (combinador)
=An.(...fac...) (combinador recursivo)
=Afan.(...f...))fac (A\-abstraccién en fac)

(continua en la préxima diapositiva)
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Recursividad usando combinadores de punto fijo

Ejemplo (continuacién)

Ahora, sea h el combinador no recursivo
h:=AfAn.(...f...),
y observamos que fac es un punto fijo de h
fac := hfac.
Entonces, podemos definir fac empleando un combinador de punto fijo fix

fac := fix h.

(continua en la préxima diapositiva)

Lambda Calculus
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Recursividad usando combinadores de punto fijo

Ejemplo (continuacién)

facl =fixh1
=conv h (fixh) 1
=AfAn. (... f...)) (fixh)1
=conv If (1 == 0)thenlelse1 x (fixh0)
=conv 1 X (fixh0)
=conv 1 X (h(fixh)0)
=1x((Af.An.(...f...))(fixh)0)
=conv 1 x (if (0 == 0)thenlelsel x (fixh (—1)))
=conv 1 X 1

—conv 1
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Codificacién de Church

Definicién 2.1.9.(i)
Sean F'y M dos A-términos y sea n € N. Inductivamente definimos F" (M) por:

FY(M) := M,
F'"Y M) .= F(F"(M)).
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Codificacién de Church

Definicion
Los numerales de Church, denotados por c,, con n € N, codifican los niimeros naturales:

Cni=Af Az f(x).
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Ejemplo
Algunos numerales.

co=Af Az,
ca=Af. )z fx,
=M.z f(fx),

s =Af Az f(f(fz)).



Codificacién de Church

Sucesor
Un combinador para el sucesor es definido por

succ:=Anfz. f(nfx),

donde para todo n € N,
A succcy, =conv Cnyl-
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Codificacion de Church
Proposicién 2.1.10 (adicién, multiplicacién y exponenciacién)
Sean

add ;== Az. Ay. Ap. A\q.zp(ypq),
mult ;== Az Ay Az 2 (y 2),
exp = Az. \y.yz,

entonces para todo m,n € N,

AFaddcy, ¢ =conv Cmtn-
A F multc, ¢, =conv Cmxn-

AE €XP Cy Cn =conv Cmn, €XCepto paran = 0.
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Codificacién de Church

Definicién 2.2.1
Codificamos los booleanos por

true := K, false := K.,
donde para todos M, N € A,

AbFtrueM N =¢onv M,
AFfalse M N =conv N.

Lambda Calculus
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Codificacién de Church

Test para cero

Un combinador para un test para cero es definido por
isZero := An.n (A\z.false) true,
donde para todo n € N,

AlFisZerocy  =conv true,

A b isZerocp 1 =conv false.
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Codificacién de Church

Predecesor
Un combinador para el predecesor es definido por

pred ;== An. A f.Az.n(Ag. Ah.h(g f)) (Au.x) (Au.u),
donde para todo n € N,

Ab pred Co =conv €0,

A b pred cpr1 =conv Cn-
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Codificacién de Barendregt

Definicién 2.2.1
Codificamos los booleanos por

true := K, false := K.,
donde para todos M, N € A,

AbFtrueM N =¢onv M,
AFfalse M N =conv N.

Lambda Calculus
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Codificacién de Barendregt

Definicién 2.2.2
Sean M y N dos A-términos. Codificamos un par ordenado de M y N por:

[M,N]:=MXz.2M N,
fst := Ap.ptrue,
snd := Ap. pfalse,

donde para todos M, N € A,

AF fst[M,N] =conw M,
Absnd[M,N] =conv N.
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Codificacién de Barendregt

Definicién 2.2.2
Sean M y N dos A-términos. Codificamos un par ordenado de M y N por:?

[M,N]:=MXz.2M N,
fst := Ap.ptrue,
snd := Ap. pfalse,

donde para todos M, N € A,

AFfst[M,N] =conv M,
A snd[M,N] =conv N.

?El texto guia no usa un nombre para el combinador fst ni para el combinador snd.
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Codificacién de Barendregt

Definicién 2.2.3

Los numerales de Barendregt, denotados por 72, con n € N, codifican los nimeros naturales:
0:=1,

n+ 1 :=[false,7].
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Codificacién de Barendregt

Lema 2.2.4 (sucesor, predecesor y test para cero)

Sean
ST := Az.[false, 7], P~ := A\z. z false, Zero := \x. T true,

entonces para todo n € N,
AESTR =conv 1 + 1,

AFPT0 =conv false,
AFP n+1 =conv 7,

A Zero0 =conv true,
A Zeron + 1 =cony false.
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Representacion de las funciones computables

Definicidon
Una funcidon numérico-tedrica es una funcidon

NP — N, conp € N.
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Representacion de las funciones computables

Definicién 2.2.5

Sea f : N’ — N una funcién numérico-tedrica. La funcién f es A-definible respecto a la
codificacion de Barendregt sii existe un combinador F, tal que para todo n,...,n, € N,

AFFaT... 7y =conv f(n1,...,1p).
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Representacion de las funciones computables

Lema 2.2.9
Las funciones iniciales son A-definibles (respecto a la codificaciéon de Barendregt).

Lema 2.2.10

Las funciones A-definibles (respecto a la codificaciéon de Barendregt) son cerradas bajo compo-
sicién.

Lema 2.2.11

Las funciones A-definibles (respecto a la codificaciéon de Barendregt) son cerradas bajo recursion
primitiva.

Lema 2.2.12

Las funciones \-definibles (respecto a la codificacién de Barendregt) son cerradas bajo minima-
lizacién.
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Representacion de las funciones computables

Teorema 2.2.13
Las funciones recursivas son A-definibles (respecto a la codificaciéon de Barendregt).
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Representacion de las funciones computables

Definicién 2.2.5

Sea f : N’ — N una funcién numérico-tedrica. La funcién f es A-definible respecto a la
codificacion de Church sii existe un combinador F, tal que para todo ny,...,n, € N,

AEF Cny - -+ Cny =conv Cf(ny,...,np)-

Lambda Calculus 80/85



Representacion de las funciones computables

Teorema 2.2.14
Las funciones recursivas son A-definibles (respecto a la codificacién de Church).
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