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Preliminares

Convenciones
Los números asignados a los teoremas, ejemplos, ejercicios, figuras y páginas en estas
diapositivas corresponden a los números asignados en la versión electrónica del texto
de Raúl Gómez Marín y Andrés Sicard Ramírez [GS2025].
Los números naturales incluyen el cero, es decir, N = {0, 1, 2, . . . }.
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Modelos de computación

Computabilidad
Sea f : N → N una función ¿Las siguientes afirmaciones significan lo mismo?
(i) «la función f es calculable»,
(ii) «la función f es computable»,
(iii) «la función f es recursiva»,
(iv) «la función f es efectivamente calculable».
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Modelos de computación

Confluencia de ideas (1934–1937)
Derivabilidad desde de un sistema de ecuaciones (Kurt Gödel, Jacques Herbrand)
Cálculo lambda (Alonzo Church, Stephen C. Kleene, J. Barkley Rosser)
Funciones recursivas (Kurt Gödel, Stephen C. Kleene)
Máquinas de Post (Emil L. Post)
Máquinas de Turing (Alan M. Turing)
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Modelos de computación

Observación
Una presentación moderna y sucinta de varios modelos de computabilidad es [Bou+2020, § 2].
Presentaciones más detalladas se encuentran en [Odi1999] y [Dav1958].

Modelo de computación: Funciones recursivas 5/22



Funciones numérico-teóricas

Definición
Una función numérico-teórica es una función cuya signatura es

Nk → N, con k ∈ N.
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Funciones numérico-teóricas

Ejemplos (funciones numérico-teóricas)

z : N → N = x 7→ 0 (función cero)
s : N → N = x 7→ x + 1 (función sucesor)
Ink : Nn → N = (x1, . . . , xn) 7→ xk (funciones proyecciones)
id : N → N = x 7→ x (función identidad)
Cn

k : Nx → N = (x1, . . . , xn) 7→ k (funciones constantes)
add : N2 → N = (x, y) 7→ x + y (función adición)
mult : N2 → N = (x, y) 7→ x · y (función multiplicación)
pow : N2 → N = (x, y) 7→ xy (función potenciación)
fact : N → N = x 7→ x! (función factorial)
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Funciones numérico-teóricas

Ejemplos (funciones numérico-teóricas)

pred(x) =
{

0, si x = 0;
x − 1, de otro modo;

(función predecesor)

x −· y =
{

x − y, si x ≥ y;
0, de otro modo;

(función diferencia truncada)

|x − y| =
{

x −· y, si x ≥ y;
y −· x, de otro modo;

(función diferencia absoluta)
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Funciones numérico-teóricas

Ejemplos (funciones numérico-teóricas)

sg(x) =
{

1, si x = 0;
0, si x ̸= 0.

(función cero test)

sg(x) =
{

0, si x = 0;
1, si x ̸= 0;

(función cero test inversa)
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Funciones primitivas recursivas

Introducción
(i) Definición recursiva de las funciones de adición, multiplicación y potenciación a partir de

la definición inductiva de los números naturales.

(ii) Esquema general de las definiciones anteriores.
(iii) ¿Qué funciones numérico-teóricas se pueden definir de manera similar?
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Funciones primitivas recursivas

Descripción
Las funciones primitivas recursivas (FPR) son un subconjunto propio de las funciones numérico-
teóricas.

FPR



funciones de base

esquema de composición

esquema de recurrencia primitiva

Funciones primitivas recursivas

Funciones numérico-teóricas
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Funciones primitivas recursivas

Descripción
Las funciones primitivas recursivas (FPR) son un subconjunto propio de las funciones numérico-
teóricas.a

FPR



funciones de base

esquema de composición

esquema de recurrencia primitiva

Funciones primitivas recursivas

Funciones numérico-teóricas

aEl término «primitive recursive function» es traducido por «función primitiva recursiva» o por «función
recursiva primitiva». Véase, por ejemplo, [Ivo2013] y [Kle1974].
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Funciones primitivas recursivas

Definición
Las siguientes funciones de base son FPRs.

z : N → N = x 7→ 0 (función cero)
s : N → N = x 7→ x + 1 (función sucesor)
Ink : Nn → N = (x1, . . . , xn) 7→ xk (funciones proyecciones)
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Funciones primitivas recursivas

Notación
El símbolo x⃗n denota una n-tupla x1, x2, . . . , xn de números naturales;
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Funciones primitivas recursivas

Definición
El esquema de composición estable que si la función g : Nm → N y las funciones hi : Nn → N,
con i = 1..m, son FPRs, entonces la función f : Nn → N definida por

f(x⃗n) = g(h1(x⃗n), h2(x⃗n), . . . , hm(x⃗n)),

también es una FPR.
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Funciones primitivas recursivas

Definición
El esquema de recurrencia primitiva estable que si la función g : Nn → N y la función
h : Nn+2 → N son FPRs, entonces la función f : Nn → N definida por

f(x⃗n, 0) = g(x⃗n),
f(x⃗n, y + 1) = h(x⃗n, y, f(x⃗n, y)).

también es una FPR.
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Funciones primitivas recursivas

Definición 2.5
Una función numérico-teórica es primitiva recursiva, si y sólo si, la función es una función de
base, o, la función se puede obtener a partir de las funciones de base mediante la aplicación de
un número finito de veces de los esquemas de composición y recurrencia primitiva.
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Funciones primitivas recursivas

Ejemplos
En el tablero.
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