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Convenciones

Convenciones

@ Los nimeros asignados a los teoremas, ejemplos, ejercicios, figuras y paginas en esta
seccién corresponden a los ndmeros asignados en el texto de Susanna S. Epp [Epp2011].

@ El conjunto potencia de un conjunto A es denotado PA.
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Convenciones

Conjuntos numéricos

Cardinalidad

N=1{0,1,2,...}
Z={.,-2-1,012..}
7t =1{1,2,3,...}

7= ={..,-3,-2,—1}
Q={p/alp,a€Zyq#0}

R = (—o00, )
R* = (0, 00)
R™ = (—00,0)

conjunto de los nimeros
conjunto de los nimeros

conjunto de los niimeros

(

(

(

(conjunto de los nimeros
(ndmeros racionales)
(conjunto de los nimeros
(conjunto de los niimeros
(

conjunto de los nimeros

naturales)
enteros)
enteros positivos)

enteros negativos)

reales)
reales positivos)

reales negativos)
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conjuntos

(finitos (enumerables)

enumerables
infinitos

no enumerables



Introduccidén

Pregunta

Supédngase que usted solo saber contar hasta tres. jEl conjunto de casas y el conjunto de
personas en la figura tienen el mismo tamafio?

& £ 2
g 2
g 2 $

(Figura tomada de [End1977, Fig. 30])

a2
D
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Introduccidén

Respuesta
Si. El conjunto de casas es del mismo tamafio que el conjunto de personas como es indicado
por la figura.
P—28
(Figura tomada de [End1977, Fig. 30])
Cardinalidad
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Introduccidén
Pregunta

En la pregunta anterior los conjuntos eran finitos. j Podemos aplicar un razonamiento similar si
los conjuntos son infinitos?
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Cardinalidad

Definicion
Sean Ay B dos conjuntos. El conjunto A tiene la misma cardinalidad que el conjunto B, si
y solo si, hay una correspondencia uno a uno de A a B.
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Cardinalidad

Definicion
Sean Ay B dos conjuntos. El conjunto A tiene la misma cardinalidad que el conjunto B, si
y solo si, hay una correspondencia uno a uno de A a B.

Ejemplo
El conjunto de casas y el conjunto de personas en la introduccién tienen la misma cardinalidad.
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Cardinalidad

Definicion
Sean Ay B dos conjuntos. El conjunto A tiene la misma cardinalidad que el conjunto B, si
y solo si, hay una correspondencia uno a uno de 4 a B.2

Ejemplo
El conjunto de casas y el conjunto de personas en la introduccién tienen la misma cardinalidad.

?Los términos «correspondencia uno a unoy, «correspondencia inyectiva» y «funcién biyectivan son sinénimos.
Cardinalidad 10/46



Cardinalidad

Ejemplo

El conjunto de los niimeros enteros positivos Z", el conjunto de los niimeros naturales N tienen
la misma cardinalidad.

La funcién f : Z* — N =n + n — 1 es biyectiva como lo ilustra la figura.

Z+

S 4— =

— = Do

N — W
<7
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Cardinalidad

Teorema 7.4.1
Sean A, B y C conjuntos. Entonces
(i) Propiedad reflexiva de la cardinalidad: A tiene la misma cardinalidad que A.

(ii) Propiedad simétrica de la cardinalidad: si A tiene la misma cardinalidad que B, entonces B
tiene la misma cardinalidad que A.

(iii) Propiedad transitiva de la cardinalidad: si A tiene la misma cardinalidad que B y B tiene
la misma cardinalidad que C, entonces A tiene la misma cardinalidad que C.
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Cardinalidad

Ejemplo
En el siguiente ejemplo un conjunto tiene la misma cardinalidad que uno de sus subconjuntos
propios.

El conjunto de los niimeros enteros Z y el conjunto de los nimeros pares 27 tienen la misma
cardinalidad. La funcién biyectiva f : Z — 27 = n + 2n demuestra que los conjuntos tienen
la misma cardinalidad como lo ilustra la figura.

Z ... =2 -1 0 1 2 . n
+ 4Ll 1
2Z ... -4 -2 0 2 4 2n
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Cardinalidad

Pregunta

i Es posible construir un ejemplo similar al anterior empleando conjuntos finitos?
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Cardinalidad

«The possibility that whole and part may have the
same number of terms is, it must be confessed, shoc-
king to common-sense.» [Rus1903, p. 358]

Bertrand Russell (1872 — 1970)

(Imagen tomada de MacTutor)
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Conjuntos enumerables

Definicion
Sea A un conjunto. El conjunto A es un conjunto infinito enumerable, si y solo si, tiene la
misma cardinalidad que el conjunto de los niimeros enteros positivos Z*.

VA A

e “Primer” elemento de A
e “Segundo” elemento de A
e “Tercer” elemento de A

Figura 7.4.1 Enumeracién de un conjunto infinito enumerable.
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Conjuntos enumerables

Definicion
Sea A un conjunto. El conjunto A es un conjunto infinito enumerable, si y solo si, tiene la
misma cardinalidad que el conjunto de los niimeros enteros positivos Z™ .2

VA A

e “Primer” elemento de A
e “Segundo” elemento de A
e “Tercer” elemento de A

Figura 7.4.1 Enumeracién de un conjunto infinito enumerable.

?Algunos autores y traductores consideran los términos «enumerable», «numerable» y «contable» como
sinénimos, véase por ejemplo [Klel974b] y su traduccién [Klel974a]. Sin embargo otros no lo hacen.
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Conjuntos enumerables
Definicion

Sea A un conjunto. El conjunto A es un conjunto enumerable, si y solo si, es finito o infinito
contable.
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Conjuntos enumerables

Definicion

Sea A un conjunto. El conjunto A es un conjunto enumerable, si y solo si, es finito o infinito
contable.

Definicion

Un conjunto que no es enumerable es un conjunto no enumerable.
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Ejemplo

Los conjuntos Z* y N son conjuntos infinitos enumerables.



Conjuntos enumerables
Observacién

Recuerde que una sucesién infinita {a, },c7+ es una funcién del conjunto de los nimeros
enteros positivos Z* a un conjunto A.
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Conjuntos enumerables

Ejemplo

Una secuencia infinita a1, as, as, ... de elementos distintos es un conjunto infinito enumerable.
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Conjuntos enumerables

Ejemplo
El conjunto de los niimeros enteros Z es infinito enumerable porque estd dado por la secuencia
infinita sin repeticiones 0,1, —1,2,—2,3, —3,... como lo ilustra la figura.
Enteros: --- 5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5---
El “conteo” de cada entero: 1m 9 7 5 3 1 2 4 6 8 10

Figura 7.4.2 Enumerando el conjunto de los niimeros enteros 7.
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Conjuntos enumerables

Ejemplo (continuacién)

La enumeracion de la figura anterior estd dado por la funcién biyectiva

IR/
f(n) n/2, si n es par;
n)=
(1 —n)/2, sinesimpar.

Cardinalidad
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Conjuntos enumerables

Ejemplo

El conjunto de los niimeros racionales positivos Q" es infinito enumerable porque est4d dado
por la secuencia infinita

j &

Terms not circled C / /5
2

are not listed %

6B
vy
1 1 Forle / o /
o/
/

— 1 2 § _ listed terms % % g
1’2’171'3"° 7 C / L. .
4 4 4

w
o
(&)

2 3 4 5
C 5 5 5 5

(Figura tomada de [Ros2012, pag. 173])
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Conjuntos enumerables

Ejemplo

El conjunto de los niimeros racionales positivos Q" es infinito enumerable porque est4d dado
por la secuencia infinita?

j &

Terms not circled / /
i 4 5
2 2

are not listed S/
because they / /
repeat previously @

3
3

Wl
o

1 1 2 § } listed terms
121173 C /
2 3 4 5
( 5 5 5

(Figura tomada de [Ros2012, pag. 173])

Blw
INEN
3

allw
o
(&)

?Una enumeracién diferente, implementada en Haskell, es presentada en [GLB2006].
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Pregunta
i Existen conjuntos no enumerables?



Conjuntos no enumerables

Pregunta
i Existen conjuntos no enumerables?

Teorema 7.4.2
El conjunto de los niimeros reales en el intervalo (0, 1) es no enumerable.

28/46
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Conjuntos no enumerables

Pregunta

i Existen conjuntos no enumerables?

Teorema 7.4.2
El conjunto de los niimeros reales en el intervalo (0, 1) es no enumerable.

Demostracion
Por el método de diagonalizacién de Cantor.
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El método de diagonalizacion de Cantor

Demostracién (diagonalizacién de Cantor)
Supongamos que el conjunto de los nimeros reales en el intervalo (0, 1) es contable.

r = 0.d11d12d13 e dln e
Tro = 0.d21d22d23 e dgn e
ry = O.d31d32d33 e dgn .

(continua en la préxima diapositiva)
30/46

Cardinalidad



El método de diagonalizacion de Cantor

Demostracién (continuacién)
Construyamos un niimero decimal » = 0.dydads ... € (0,1), donde

g =

5, sidy # 5;
6./ si du = 5.
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El método de diagonalizacion de Cantor

Demostracién (continuacién)

Construyamos un niimero decimal » = 0.dydads ... € (0,1), donde

g — { si di; # 5

6./ si du‘ = 5.

El niimero 7 no esta en la enumeracién anterior porque difiere de cada nimero en la enésima
posicion decimal. Por lo tanto, el conjunto de los niimeros reales en el intervalo (0, 1) es no
contable. |
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Conjuntos no enumerables

Teorema 7.4.3
Cualquier subconjunto de un conjunto enumerable es enumerable.
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Conjuntos no enumerables

Teorema 7.4.3

Cualquier subconjunto de un conjunto enumerable es enumerable.

Corolario 7.4.4

Cualquier conjunto con un subconjunto no enumerable es no enumerable.
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Teorema
El conjunto de los nimeros reales R es no enumerable.



Conjuntos no enumerables

Teorema

El conjunto de los nimeros reales R es no enumerable.

Demostracidn

El intervalo (0, 1) es un subconjunto no enumerable de R. Por lo tanto, por el corolario 7.4.4,
el conjunto R es no enumerable.
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Conjuntos no enumerables

Ejemplo 7.4.5
El conjunto R tiene la misma cardinalidad que el intervalo (0, 1).

Recta numérica
< | | | l
- T T

T T
2 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura pag. 460. Figura pag. 461.

37/46

Cardinalidad



Conjuntos no enumerables
Observacién

@ De acuerdo a los teoremas y ejemplos anteriores, la cardinalidad de R es «mayor» a la
cardinalidad de Z.
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Conjuntos no enumerables

Observacion

@ De acuerdo a los teoremas y ejemplos anteriores, la cardinalidad de R es «mayor» a la
cardinalidad de Z.

@ Se puede demostrar que la cardinalidad de cualquier conjunto es «menor» que la cardinalidad
de su conjunto potencia.
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Conjuntos no enumerables

Observacion

@ De acuerdo a los teoremas y ejemplos anteriores, la cardinalidad de R es «mayor» a la
cardinalidad de Z.

@ Se puede demostrar que la cardinalidad de cualquier conjunto es «menor» que la cardinalidad
de su conjunto potencia.

Ejemplo

Una sucesién infinita de conjuntos infinitos cada vez «mayoresy» es

7,PZ,PPZL,PPPL,...
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Nimeros cardinales finitos y transfinitos

Notacion
Los nimeros cardinales finitos se denotan 0, 1,2, ...

Los nimeros cardinales transfinitos se denotan Ng, Ny, No, ...
(El simbolo X se llama aleph y es la primera letra del alfabeto hebreo)
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Nimeros cardinales transfinitos

Notacion

Sea A un conjunto. La cardinalidad de A es denotada por A.

Ejemplo
N=Z+=Z=Q=2Y, (aleph-cero),
R=(0,1)=PN=2"—¢ (el continuo).
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Nimeros cardinales transfinitos

Notacion

Sean Ay B conjuntos. El conjunto de funciones de A en B es denotado por B*.
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Nimeros cardinales transfinitos

Notacion
Sean Ay B conjuntos. El conjunto de funciones de A en B es denotado por B*.

Teorema
Sean Ay B conjuntos. La cardinalidad del conjunto de funciones de A en B es

a

3
I
)
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Nimeros cardinales transfinitos

Ejemplos
@ Sea A = {a,b,c}. La cardinalidad del conjunto de funciones de A en {0,1} es 2% = 8.

o La cardinalidad del conjunto de funciones de N en {0, 1} es 2%,
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