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Introduccién

Cantor alrededor de 1870 Georg Cantor (1845 - 1918)!

!Fuente: https://en.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor .
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https://en.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor

Introduccién

Urhebiarrechifich geschiitstss Material

THOMAS JECH

Iheory

The Third Millennium Edition,

el andhapendd «Set theory was invented by Georg Cantor. .. It was ho-

wever Cantor who realized the significance of one-to-one
2 functions between sets and introduced the notion of car-
= dinality of a set.» [pag. 15]
@ Springer &

irtshiaren B8 qusrbiibatu Matarial
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Introduccién

AKIHIRO KANAMORI

Highe'

Infinite

e «Set theory was born on that December 1873 day when
Cantor established that the reals are uncountable, i.e.there
is no one-to-one correspondence between the reals and the
natural numbers.» [pag. XII]|

strong

Springer Monographs in Mathematics

0f exists

@ Springer

me;\strable
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Notacion légica

Simbolo T1, T2 T3 T4
Conjuncién A A
Disyuncién Vv V \%
Negacién ~ - ~
Condicional D — —
Bicondicional = —
Cuantificacién universal  (z)Px VzP(z) VzP(x)
Cuantificacién existencial ~ (3x)Px JzP(x) JxP(x)

T1: [Copi 2001]

T2: [Hurley y Watson 2016]
T3: [Rosen 2004]

T4: [Sierra A. 2010]
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Conjuntos

Definicién (Conjunto)

Un conjunto es una colecciéon desordenada de objetos, o elementos o miembros.
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Conjuntos

Definicién (Conjunto)

Un conjunto es una colecciéon desordenada de objetos, o elementos o miembros.

Relacién (binaria) de pertenencia

x e A El elemento = pertenece al conjunto A.

def .
v ¢ A< —(z € A): Elelemento = no pertenece al conjunto A.
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Conjuntos

Definicién (Conjunto)

Un conjunto es una colecciéon desordenada de objetos, o elementos o miembros.

Relacién (binaria) de pertenencia

x e A El elemento = pertenece al conjunto A.

def .
v ¢ A< —(z € A): Elelemento = no pertenece al conjunto A.

Ejemplos

e Listando sus elementos: V = {a,e,i,0,u}.
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Conjuntos

Definicién (Conjunto)
Un conjunto es una colecciéon desordenada de objetos, o elementos o miembros.
Relacién (binaria) de pertenencia

x e A El elemento = pertenece al conjunto A.

def .
v ¢ A< —(z € A): Elelemento = no pertenece al conjunto A.

Ejemplos
e Listando sus elementos: V = {a,e,i,0,u}.

e Empleando puntos suspensivos: D = {0, 1,...,9}.
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Conjuntos

Definicién (Conjunto)
Un conjunto es una colecciéon desordenada de objetos, o elementos o miembros.

Relacién (binaria) de pertenencia

x e A El elemento = pertenece al conjunto A.

def .
v ¢ A< —(z € A): Elelemento = no pertenece al conjunto A.

Ejemplos
e Listando sus elementos: V = {a,e,i,0,u}.
e Empleando puntos suspensivos: D = {0, 1,...,9}.

@ Empleando una propiedad:

A = {x | x es un entero positivo menor que 10}.
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Conjuntos

Ejemplos (Conjuntos comunes en Matematicas)
N = el conjunto de los nimeros naturales

={0,1,2,...}

7, = el conjunto de los nimeros enteros
={..,-2,-1,0,1,2,...}

7" = el conjunto de los niimeros enteros positivos

={1,2,...}

Q = el conjunto de los niimeros racionales
={p/a|p,a€Z,q#0}

R = el conjunto de los niimeros reales
?
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Conjuntos

Ejemplos

{0, {03, {{0}}},
{N,Z,R},
{N,a}.

A
B
C
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Tipos de datos

Observacién

‘Note that the concept of a datatype, or type, in computer science is built upon the concept of
a set. In particular, a datatype or type is the name of a set, together with a set of operations
that can be performed on objects from that set. For example, boolean is the name of the set
{0,1} together with operators on one or more elements of this set, such as AND, OR, and
NOT." [Rosen 2012, pag. 117]
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|lgualdad entre conjuntos

Definicién (lgualdad entre conjuntos)

Dos conjuntos A y B son iguales si, y solo si, tienen los mismos elementos, es decir,

A=BsiiVe(r € A+ x € B).
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|lgualdad entre conjuntos

Definicién (lgualdad entre conjuntos)

Dos conjuntos A y B son iguales si, y solo si, tienen los mismos elementos, es decir,
A=BsiiVe(r € A+ x € B).
La anterior definicién proviene del axioma

VAYBVz(z € A« z € B) - A= B] (axioma de extensionalidad)
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|lgualdad entre conjuntos

Definicién (lgualdad entre conjuntos)

Dos conjuntos A y B son iguales si, y solo si, tienen los mismos elementos, es decir,
A=BsiiVe(r € A+ x € B).
La anterior definicién proviene del axioma
VAYBVz(z € A« z € B) - A= B] (axioma de extensionalidad)
Por lo tanto, que dos conjuntos A y B son diferentes se expresa por

A# Bsiidz(zre ANz ¢ B)VIz(z € BAx ¢ A).
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|lgualdad entre conjuntos

@ No importa el orden

{a’ 67 1:7 07 u} = {7/7 O’ a? 67 u}
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|lgualdad entre conjuntos

@ No importa el orden
{a,e,i,0,u} ={i,0,a,e,u}

@ No importa los elementos repetidos (convencién de Rosen [2004])

{a,a,a,b} = {a,b}

Teoria de conjuntos 18/143



El conjunto vacio y el conjunto universal

Definicién (Conjunto vacio)

El conjunto vacio, denotado (), es el conjunto que no tiene elementos, es decir,

D={x|x#z}.
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El conjunto vacio y el conjunto universal

Definicién (Conjunto vacio)

El conjunto vacio, denotado (), es el conjunto que no tiene elementos, es decir,
D={x|x#z}.
La anterior definicién proviene del axioma

JAVz(x ¢ A) (axioma del conjunto vacio)
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El conjunto vacio y el conjunto universal

Definicién (Conjunto vacio)

El conjunto vacio, denotado (), es el conjunto que no tiene elementos, es decir,
0={x|z#uxz}.
La anterior definicién proviene del axioma
JAVz(x ¢ A) (axioma del conjunto vacio)

Observacién: () # {0}
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El conjunto vacio y el conjunto universal

Definicién (Conjunto vacio)

El conjunto vacio, denotado (), es el conjunto que no tiene elementos, es decir,
0={x|z#uxz}.
La anterior definicién proviene del axioma
JAVz(x ¢ A) (axioma del conjunto vacio)

Observacién: () # {0}

Definicién (Conjunto universal)

El conjunto universal, denotado U, contiene todos los objetos bajo consideracién.
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Relacién de pertenencia

Ejercicio (Rosen [2004], problema 8, pag. 78)

Determinar si cada una de estas sentencias es verdadera o falsa.
a. 0 e {0}

b. 0 {0,{0}}

c. {0} € {0}
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Relacién de pertenencia

Ejercicio (Rosen [2004], problema 8, pag. 78)
Determinar si cada una de estas sentencias es verdadera o falsa.

a. ) € {0} (verdadera)
b. 0 € {0, {0}} (verdadera)
c. {0} € {0} (falsa)

24/143
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Subconjuntos

Definicién (Subconjunto)

El conjunto A se dice que es un subconjunto del conjunto B (denotado A C B) si, y solo si,
todo elemento de A es también elemento de B, es decir

ACBsiiVe(r € A — x € B).

Por lo tanto, si el conjunto A no es subconjunto del conjunto B significa que algin elemento
de A no es elemento de B, es decir,

~(ACB)siidz(xr € ANz & B).
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Subconjuntos

Definicién (Subconjunto)

El conjunto A se dice que es un subconjunto del conjunto B (denotado A C B) si, y solo si,
todo elemento de A es también elemento de B, es decir

ACBsiiVe(r € A — x € B).

Por lo tanto, si el conjunto A no es subconjunto del conjunto B significa que algin elemento
de A no es elemento de B, es decir,

~(ACB)siidz(xr € ANz & B).

Teorema
Para cualquier conjunto A, ) C Ay A C A.

Teoria de conjuntos 26/143



Subconjuntos

Igualdad entre conjuntos

Sean Ay B conjuntos, entonces

A=BsiACBABCA.
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Subconjuntos

Igualdad entre conjuntos

Sean Ay B conjuntos, entonces

A=BsiACBABCA.

Definicién (Subconjunto propio)

El conjunto A se dice que es un subconjunto propio del conjunto B (denotado A C B) cuando

ACBsiACBAA#B.
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Subconjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 8, pag. 78)

Determinar si cada una de estas sentencias es verdadera o falsa.
e. {0} C {0,{0}}
f. {{0}} c {0,{0}}
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Subconjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 8, pag. 78)
Determinar si cada una de estas sentencias es verdadera o falsa.

e. {0} C {0,{0}} (verdadera)
f. {{0}} c {0,{0}} (verdadera)
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Subconjuntos

Ejemplo
e Formulacién 1 (Rosen [2004], problema 11, pag. 78)
Supongamos que A, By C son conjuntos tales A C By B C C'. Demostrar que A C C.
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Subconjuntos

Ejemplo
e Formulacién 1 (Rosen [2004], problema 11, pag. 78)
Supongamos que A, By C son conjuntos tales A C By B C C'. Demostrar que A C C.

e Formulacién 2 (Sierra A. [2010], ejercicio 1.1, pag. 3)
Sean A, By C conjuntos arbitrarios. Demostrar que AC BABCC — ACC.
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Subconjuntos

Ejemplo
e Formulacién 1 (Rosen [2004], problema 11, pag. 78)
Supongamos que A, By C son conjuntos tales A C By B C C'. Demostrar que A C C.
e Formulacién 2 (Sierra A. [2010], ejercicio 1.1, pag. 3)
Sean A, By C conjuntos arbitrarios. Demostrar que AC BABCC — ACC.
e Formulacién 3
Demostrar la validez del siguiente argumento:
ACB
BCC /. ACC

(continua en la préxima diapositiva)
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Subconjuntos

Ejemplo (continuacién)

Solucién de Rosen [2004].

Supongamos que x € A. Como A C B esto
implica que z € B. Como B C C, vemos que

x € C. Como z € A implica que = € C, se
deduce que A C C.

(Rosen [2004, §1.5] presenta varios ejemplos
de este tipo de pruebas)
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Subconjuntos

Ejemplo (continuacién)

Solucién de Rosen [2004].

Supongamos que x € A. Como A C B esto
implica que z € B. Como B C C, vemos que

x € C. Como z € A implica que = € C, se
deduce que A C C.

(Rosen [2004, §1.5] presenta varios ejemplos
de este tipo de pruebas)

Teoria de conjuntos

Prueba formal

© 00N O 1B~ W N =

ol e
N = O

ACB

BCC /.. ACC
Ve(x € A— x € B)
Ve(x € B— 2z € ()
rcA—zxcB
reB—=zelC

reEA—xeC
Ve(re A—xe€C)
ACC

Def. C, 11
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Subconjuntos

Observacién
Recordar que
1. no se puede demostrar empleando un ejemplo y

2. un contraejemplo se puede usar para refutar.
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Subconjuntos

Observacion
Recordar que

1. no se puede demostrar empleando un ejemplo y

2. un contraejemplo se puede usar para refutar.

Ejemplo (Sierra A. [2010], ejercicio 1.2, pag. 3)
Sean A, By C conjuntos arbitrarios. Demostrar o refutar que A C BAB C C' — (A C C).
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Subconjuntos

Ejercicio (Sierra A. [2010], ejercicio 1.17, pag. 3)

Sean A y B conjuntos arbitrarios. Demostrar formalmente o refutar el siguiente argumento:
1 A#+#B
2 ACB /.. =(BCA)
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Subconjuntos

Ejercicio (Sierra A. [2010], ejercicio 1.17, pag. 3)

Sean A y B conjuntos arbitrarios. Demostrar formalmente o refutar el siguiente argumento:

[y

A+#B

ACB /.. =(BCA)

(Fz)(xe ANz g B)V (3x)(re BAx g A)
(Vz)(r € A—z € B)

—(dz)-(x € A — x € B)
—(3x)(z € ANz & B)
(Fz)(re BAx g A)

-~(BCA)

o N o o0 B~ wN

Teoria de conjuntos

Def. #, 1
Def. C, 2
cQ 4

Impl, DM 5
DS 3,6
Def. C, 7
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Subconjuntos

Ejercicio (Sierra A. [2010], ejercicio 1.32, pag. 3)
Sean A y B conjuntos arbitrarios. Demostrar o refutar que A €¢ B —+ A C B.
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Subconjuntos

Ejercicio (Sierra A. [2010], ejercicio 1.32, pag. 3)
Sean A y B conjuntos arbitrarios. Demostrar o refutar que A €¢ B —+ A C B.

Refutacién (contraejemplo)
Sea A= {1}y B={{1},2}. Entonces A € B, pero A no es subconjunto de B.
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Conjuntos finitos e infinitos

Definicién (Cardinalidad)

El ndmero de elementos distintos en un conjunto A, denotado |A
de A.

, es llamado la cardinalidad
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Conjuntos finitos e infinitos

Definicién (Cardinalidad)
El ndmero de elementos distintos en un conjunto A, denotado |A
de A.

, es llamado la cardinalidad

Definiciéon (Conjuntos finito e infinitos)
Sea A un conjunto. Si |A| = n, con n € N, entonces A es un conjunto finito, de lo contrario,
A es un conjunto infinito.
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Conjuntos finitos e infinitos

Definicién (Cardinalidad)
El ndmero de elementos distintos en un conjunto A, denotado |A
de A.

, es llamado la cardinalidad

Definiciéon (Conjuntos finito e infinitos)
Sea A un conjunto. Si |A| = n, con n € N, entonces A es un conjunto finito, de lo contrario,
A es un conjunto infinito.

Ejemplos
0] =0,
Ha,e,i,o,u}| = |{a,a,a,a,e,i,o,u}|
= 5.
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El conjunto de partes de un conjunto

Definiciéon (Conjunto de partes)
El conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto A, denotado P(A), es llamado el conjunto
de partes (o conjunto potencia) de A, es decir,

PA)={z|zCA}.
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El conjunto de partes de un conjunto

Definiciéon (Conjunto de partes)

El conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto A, denotado P(A), es llamado el conjunto
de partes (o conjunto potencia) de A, es decir,

PA)={z|zCA}.
La anterior definicién proviene del axioma

VAIBVz(z € B <» 2 C A) (axioma del conjunto potencia)
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El conjunto de partes de un conjunto

Definiciéon (Conjunto de partes)

El conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto A, denotado P(A), es llamado el conjunto
de partes (o conjunto potencia) de A, es decir,

PA)={z|zCA}.
La anterior definicién proviene del axioma

VAIBVz(z € B <» 2 C A) (axioma del conjunto potencia)

Ejemplo

P({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}}.
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El conjunto de partes de un conjunto

Teorema
Sea A un conjunto. Si |A| =n € N, entonces |P(A)| = 2".

Teoria de conjuntos 48/143



El conjunto de partes de un conjunto

Teorema
Sea A un conjunto. Si |A| =n € N, entonces |P(A)| = 2".

(La demostracién de este teorema emplea induccién matematica la cual serd vista en un curso
posterior.)
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El conjunto de partes de un conjunto

Teorema
Sea A un conjunto. Si |A| =n € N, entonces |P(A)| = 2".

(La demostracién de este teorema emplea induccién matematica la cual serd vista en un curso
posterior.)

Ejercicio (Rosen [2004], problema 15, pag. 79)
Hallar el conjunto de partes de {(), {0} }.
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El conjunto de partes de un conjunto

Teorema
Sea A un conjunto. Si |A| =n € N, entonces |P(A)| = 2".

(La demostracién de este teorema emplea induccién matematica la cual serd vista en un curso
posterior.)

Ejercicio (Rosen [2004], problema 15, pag. 79)
Hallar el conjunto de partes de {(), {0} }.

Solucién: P({0,{0}}) = {0,{0}, {{0}}, {0, {0} }}.
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El conjunto de partes de un conjunto

Ejercicio (Rosen [2004], problema complementario 35, pag. 107)

Supongamos que A y B son conjuntos tales que el conjunto de las partes de A es subconjunto
del conjunto de las partes de B. jSe puede concluir que A es subconjunto de B? Justificar su

respuesta.
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El conjunto de partes de un conjunto

Ejercicio (Rosen [2004], problema complementario 35, pag. 107)

Supongamos que A y B son conjuntos tales que el conjunto de las partes de A es subconjunto
del conjunto de las partes de B. jSe puede concluir que A es subconjunto de B? Justificar su

respuesta.
Respuesta: Si se puede concluir que A C B.

Justificacién: Supongamos que A no es subconjunto de B, es decir, existe un z tal que x € A
y x ¢ B. Entonces {2} € P(A) pero {z} ¢ P(B), es decir, P(A) no es subconjunto de P(B).
Lo anterior contradice el supuesto de que P(A) C P(B).
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Tuplas ordenadas

Definicién (n-tupla ordenada)

La n-tupla ordenada (a1, as, ..., a,) es la coleccién ordenada en la que a; es su primer elemento,
as es el segundo elemento,... y a,, es el n-ésimo elemento.
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Tuplas ordenadas

Definicién (n-tupla ordenada)

La n-tupla ordenada (a1, as, ..., a,) es la coleccién ordenada en la que a; es su primer elemento,
as es el segundo elemento,... y a,, es el n-ésimo elemento.

Definicién (lgualdad de n-tuplas ordenadas)

Dos n-tuplas ordenadas son iguales si, y solo si, cada par correspondiente de sus elementos son
iguales. Es decir,

(al,ag,...,an):(bl,bg,...,bn) sii ai:bi parai:1,2,...,n.
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Producto cartesiano

Definicion (Producto cartesiano de 2 conjuntos)
El producto cartesiano de dos conjuntos A y B, denotado A x B, es el conjunto de pares

ordenados
AxB={(a,b)|ac ANbe B}.
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Producto cartesiano

Definicion (Producto cartesiano de 2 conjuntos)
El producto cartesiano de dos conjuntos A y B, denotado A x B, es el conjunto de pares

ordenados
AxB={(a,b)|ac ANbe B}.

Ejemplo
Sea A= {a,b} y B={1,2}. Entonces

Ax B ={(a,1),(a,2), (1), (b,2)}.
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Producto cartesiano

Ejercicio (Rosen [2004], problema 22, pag. 79)

Supongamos que A x B = (), donde A y B son conjuntos. jQué se puede concluir?
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Producto cartesiano

Ejercicio (Rosen [2004], problema 22, pag. 79)
Supongamos que A x B = (), donde A y B son conjuntos. jQué se puede concluir?

Solucién: A y/o B son el conjunto vacio.
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Producto cartesiano

Teorema (Rosen [2004], problema 23, pag. 79)

Sea A un conjunto, entonces A x ) = () x A = ().

Demostracién.

={(z,y) |lzx€e ANy} (def. producto cartesiano)

=0 (def. conjunto vacio)

= {(x, y) lzedrhye A} (def. conjunto vacio)

=0 x (def. producto cartesiano) [ |
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Producto cartesiano

Ejercicio

Supongamos que A x B = B x A, donde A y B son conjuntos. j Qué se puede concluir?
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Producto cartesiano

Ejercicio
Supongamos que A x B = B x A, donde A y B son conjuntos. j Qué se puede concluir?

Solucién: A y/o B son el conjunto vacio o A = B.
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Producto cartesiano

Teorema (Rosen [2004], problema 26, pag. 79)
El producto cartesiano no es conmutativo, es decir, A x B # B x A para conjuntos Ay B no

vacios, a no ser que A = B.
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Producto cartesiano

Definiciéon (Producto cartesiano de n conjuntos)
El producto cartesiano de n conjuntos Ay, As,..., A,, denotado Ay x Ay x --- x A, es el
conjunto de n-tuplas

{(a1,a2,...,;a,) |a; € A;parai =1,2,...,n}.
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Uso de notacion de conjunto con cuantificadores

Escribir explicitamente el dominio de cuantificacién

e Vz € A P(x): Cuantificacién universal de P(z) donde el dominio es el conjunto A.

e Jz € A P(x): Cuantificacién existencial de P(x) donde el dominio es el conjunto A.
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Uso de notacion de conjunto con cuantificadores

Escribir explicitamente el dominio de cuantificacién

e Vz € A P(x): Cuantificacién universal de P(z) donde el dominio es el conjunto A.

e Jz € A P(x): Cuantificacién existencial de P(x) donde el dominio es el conjunto A.

Ejemplos
o Vxr € R (22 > 0)
e JrcZ (2x?=1)
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Teoria de conjuntos ingenua (Naive set theory)

Definicién (Conjunto)

Un conjunto es una coleccién desordenada de objetos, o elementos o miembros.

Especificacién de conjuntos por predicados

Sea P(z) un predicado, entonces definimos un conjunto S por

S={z| P}
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Teoria de conjuntos ingenua (Naive set theory)

Definicién (Conjunto)

Un conjunto es una coleccién desordenada de objetos, o elementos o miembros.

Especificacién de conjuntos por predicados

Sea P(z) un predicado, entonces definimos un conjunto S por
S={z|P(z)}.
Ejemplo

S = {x | x es un entero positivo menor que 10}.
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Teoria de conjuntos ingenua (Naive set theory)

Gottlob Frege Bertrand Russell
(1848 — 1925) (1872 - 1970)
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Teoria de conjuntos ingenua (Naive set theory)

Carta de Russell a van Heijenoort?

Penrhyndeudraeth, 23 November 1962
Dear Professor van Heijenoort,

As | think about acts of integrity and grace, | realise there is nothing in my knowledge to compare with
Frege’'s dedication to truth. His entire life’s work was on the verge of completion, much of his work had
been ignored to the benefit of men infinitely less capable, his second volume was about to be published,
and upon finding that his fundamental assumption was in error, he responded with intellectual pleasure
clearly submerging any feelings of personal disappointment. It was almost superhuman and a telling
indication of that of which men are capable if their dedication is to creative work and knowledge instead
of cruder efforts to dominate and be known.

Yours sincerely
Bertrand Russell

![van Heijenoort 1967, pag. 127].
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Teoria de conjuntos ingenua (Naive set theory)

Paradoja de Russell

Sea S ={x |z &z} Esdecir, S contiene a los conjuntos que no se contienen a si mismos.
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Teoria de conjuntos ingenua (Naive set theory)

Paradoja de Russell
Sea S ={x |z &z} Esdecir, S contiene a los conjuntos que no se contienen a si mismos.

@ Si S €5, esto conduce a una contradiccién.
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Teoria de conjuntos ingenua (Naive set theory)

Paradoja de Russell
Sea S ={x |z &z} Esdecir, S contiene a los conjuntos que no se contienen a si mismos.
@ Si S €5, esto conduce a una contradiccién.

e Si S ¢S5, esto conduce a una contradiccién.
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Teoria de conjuntos ingenua (Naive set theory)

Paradoja de Russell

Sea S ={x |z &z} Esdecir, S contiene a los conjuntos que no se contienen a si mismos.
@ Si S €5, esto conduce a una contradiccién.
e Si S ¢S5, esto conduce a una contradiccién.

Por lo tanto, el conjunto S no se puede definir.
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Teoria de conjuntos ingenua (Naive set theory)

Paradoja de Russell

Sea S ={x |z &z} Esdecir, S contiene a los conjuntos que no se contienen a si mismos.
@ Si S €5, esto conduce a una contradiccién.
e Si S ¢S5, esto conduce a una contradiccién.

Por lo tanto, el conjunto S no se puede definir.

Problema: S = {z | P(x) }, para cualquier P(z).
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Teoria de conjuntos ingenua (Naive set theory)

Paradoja de Russell

Sea S ={x |z &z} Esdecir, S contiene a los conjuntos que no se contienen a si mismos.
@ Si S €5, esto conduce a una contradiccién.
e Si S ¢S5, esto conduce a una contradiccién.

Por lo tanto, el conjunto S no se puede definir.
Problema: S = {z | P(x) }, para cualquier P(z).
Algunas soluciones:

@ Teoria de tipos acumulativa

e Teoria de conjuntos axiomatica de Zermelo-Fraenkel con axioma de eleccién (ZFC)
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Operaciones entre conjuntos

Diagramas de Venn'!

A B A B u A B

>l
>
vy]

AnB (AUB)

!Figura tomada de [Rosen 2000].
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Operaciones entre conjuntos

Operaciones

AUB={z|x€ AVvxe B} (unidn)

ANB={z|xe€e ANz € B} (interseccion)
A={z|xg A} (complemento)

A—B={z|z€cANx ¢ B} (diferencia)

donde
1L 2gAY (zed)y
2. A est4 definido respecto a un conjunto universal U/ dado.
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Operaciones entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 22.a, pag. 88)

iSe puede concluir que A = B si A, By C son conjuntos tales que AU C = B UC? Justificar
su respuesta.
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Operaciones entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 22.a, pag. 88)

iSe puede concluir que A = B si A, By C son conjuntos tales que AU C = B UC? Justificar
su respuesta.

Respuesta: No.

Justificacion (contraejemplo): Sea A = {1}, B= {2} y C = {1,2}. Entonces AUC = BUC,
pero A # B.
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Operaciones entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 21.c, pag. 88)

Se puede concluir que B = () si A y B son conjuntos tales que A — B = A? Justificar su
respuesta.
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Operaciones entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 21.c, pag. 88)

Se puede concluir que B = () si A y B son conjuntos tales que A — B = A? Justificar su
respuesta.

Respuesta: No.

Justificacién (contraejemplo): Sea A = {1} y B = {2}. Entonces A — B = A, pero B # ().
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Algebras Booleanas

Teoria de conjuntos Légica proposicional

U

C= | DO
<m| ] ><
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Equivalencias logicas

Notacién

Simbolo  Significado

Tautologia

Contradiccion

Py q son légicamente equivalentes
(es decir, p <> ¢ es una tautologia)

Observacion: Rosen [2004] introduce las constantes logicas V y F.

Teoria de conjuntos

84/143



Equivalencias logicas

Teoria de conjuntos

Equivalencia légica

Nombre

pVp=Dp Leyes idempotentes
PADP=D

—(—p)=p Ley de la doble negacion
pVqg=qVp Leyes conmutativas
PANG=qAp

(pVgVr=pVigVvr
(PAQAT=pA(gAr

~— —

Leyes asociativas

pV(gAr)=({VgA
pA(gVr)=({pAqV

Leyes distributivas

~(pAg)=-pV—q
—(pVaqg)=-pA—g

Leyes de De Morgan
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Equivalencias logicas

Equivalencia légica Nombre

pAV=p Leyes de identidad
pVF=p
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Equivalencias logicas

Equivalencia légica Nombre

pAV=p Leyes de identidad
pVF=p

pVV=V Leyes de dominacién
pANF=F
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Equivalencias logicas

Equivalencia légica Nombre

pAV=p Leyes de identidad
pVF=p

pVV=V Leyes de dominacién
pANF=F

pV(pAg)=p Leyes de absorcién

pA(pVq) =p
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Equivalencias logicas

Teoria de conjuntos

Equivalencia légica

Nombre

pAV=p Leyes de identidad
pVF=p

pVV=V Leyes de dominacién
pANF=F

pV(pAg)=p Leyes de absorcién
pA(pPVg =p

pV-p=V Leyes de negacién

pA-p=F
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Equivalencias logicas

Equivalencia légica Nombre

pAV=p Leyes de identidad

pVF=p

pVV=V Leyes de dominacién

pANF=F

pV(pAg)=p Leyes de absorcién

pA(PVg) =p

pV-p=V Leyes de negacién

pA-p=F

-V=F Ley de negacién de tautologia
-F=V Ley de negacién de contradiccién
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|dentidades basicas entre conjuntos

Teoria de conjuntos

Identidad basica

Nombre

AUA=A Leyes idempotentes
ANA=A

ﬁ =A Ley de complementacién
AUB=BUA Leyes conmutativas
ANB=BnNA

(AUB)UC = AU (BUC)
(ANB)NC =An(BNC)

Leyes asociativas

AU(BNC)=(AUB)N(AUC) Leyes distributivas
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

ANB=AUB Leyes de De Morgan
AUB=ANB
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|dentidades basicas entre conjuntos

Identidad basica Nombre

ANU=A Leyes de identidad

Auh=A

AUuU =U Leyes de dominacion

ANp=10

AU(ANB)=A Leyes de absorcién

AN(AuB)=A

AUA=TU Leyes de complemento

ANA=10

? =0 Ley del complemento del conjunto universal
h=U Ley del complemento del conjunto vacio
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|dentidades basicas entre conjuntos

Las identidades basicas entre conjuntos se pueden demostrar empleando las definiciones de las
operaciones entre conjuntos y las equivalencias légicas.
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|dentidades basicas entre conjuntos

Las identidades basicas entre conjuntos se pueden demostrar empleando las definiciones de las
operaciones entre conjuntos y las equivalencias légicas.

Ejemplo (Rosen [2004], problema 6.a, pag. 87)

Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y las equivalencias
légicas la ley de identidad AU () = A.
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|dentidades basicas entre conjuntos

Las identidades basicas entre conjuntos se pueden demostrar empleando las definiciones de las
operaciones entre conjuntos y las equivalencias légicas.

Ejemplo (Rosen [2004], problema 6.a, pag. 87)

Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y las equivalencias
légicas la ley de identidad AU () = A.

Demostracion.

AUd={z |z e AVva e} (def. unién)
={z|xe AVF} (def. conjunto vacio)
={z|xe€ A} (ley l6gica de identidad)
=A (def. A) [ |
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|dentidades basicas entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 6.c, pag. 87)

Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y las equivalencias
l6gicas la ley de idempotencia AU A = A.
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|dentidades basicas entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 6.c, pag. 87)

Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y las equivalencias
l6gicas la ley de idempotencia AU A = A.

Demostracion.

AUA={z|zec Avr e A} (def. unidn)
={z|xe A} (ley légica de idempotencia)
= A (def. A) m
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|dentidades basicas entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 6.g, pag. 87)
Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y las equivalencias
l6gicas la ley de identidad A NU = A.
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|dentidades basicas entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 6.g, pag. 87)

Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y las equivalencias
l6gicas la ley de identidad A NU = A.

Demostracion.

ANU ={z |z e ANz U} (def. interseccion)
={z|xe ANV} (def. conjunto universal)
={z |z e A} (ley légica de identidad)
—A (def. A) m
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|dentidades basicas entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 6.f, pag. 87)

Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y las equivalencias
l6gicas la ley de dominacion AUU = U.
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|dentidades basicas entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 6.f, pag. 87)
Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y las equivalencias

l6gicas la ley de dominacion AUU = U.

Demostracion.
AUU ={z |z € AVz e U}
={z|ze€ AVV}

(def. unidn)

(
= {z |V} (ley légica de dominancia)

(

(

def. conjunto universal)

={z|zeU}
=U

def. conjunto universal)
def. U) [ |
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|dentidades basicas entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 5, pag. 87)

Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y las equivalencias

légicas la ley de complementacién (A) = A.
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|dentidades basicas entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 5, pag. 87)

Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y las equivalencias

légicas la ley de complementacién (A) = A.

Demostracion.

(A)={x |z ¢ A} (def. complemento)
— | ~(x € A)) (def. )
={z|-(x¢g A} (def. complemento)
— | [z € A)) (def. )
={z|ze A} (ley légica de la doble negacién)
=A (def. A) [ |
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|dentidades basicas entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 11, pag. 87)

Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y las equivalencias
l6gicas la ley de De Morgan AU B = AN B.
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|dentidades basicas entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 11, pag. 87)

Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y las equivalencias
l6gicas la ley de De Morgan AU B = AN B.

Demostracion.

AUB={z|z¢ AUB} (def. complemento)
={z|-(x € AUB} (def. &)
={z|-(x € Avzx e B)} (def. unidn)
={z|-(x € A)AN—(z € B)} (ley légica de De Morgan)
={z|x g ANz ¢ B} (def. &)
={z|zre ANz € B} (def. complemento)
={z|z€ ANnB} (def. interseccion)
=ANB (def. AN B) |
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|dentidades basicas entre conjuntos

Ejemplo
Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y las equivalencias
l6gicas la ley del complemento del conjunto universal U = ().
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|dentidades basicas entre conjuntos

Ejemplo
Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y las equivalencias
l6gicas la ley del complemento del conjunto universal U = ().

Demostracion.

U={x|z2¢U} (def. complemento)
— x| ~(z e U)} (def. )
={z |-V} (def. conjunto universal)
={z | F} (ley l6gica de negacién de tautologia)
={z|x e} (def. conjunto vacio)
=0 (def. 0) [ |
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Nuevas identidades entre conjuntos

Empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y las equivalencias légicas pode-
mos demostrar nuevas identidades entre conjuntos.
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Nuevas identidades entre conjuntos

Empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y las equivalencias logicas pode-
mos demostrar nuevas identidades entre conjuntos.

Ejemplo (Rosen [2004], problema 6.e, pag. 87)

Sea A un conjunto. Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y
las equivalencias l6gicas que A — () = A.
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Nuevas identidades entre conjuntos

Empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y las equivalencias logicas pode-
mos demostrar nuevas identidades entre conjuntos.

Ejemplo (Rosen [2004], problema 6.e, pag. 87)

Sea A un conjunto. Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y
las equivalencias l6gicas que A — () = A.

Demostracion.

A—Q={z|zecArzgl} (def. diferencia)
={z|z€e ANV} (def. conjunto vacio)
={x|zeA} (ley légica de identidad)
-y (def. A) n
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Nuevas identidades entre conjuntos

Ejemplo (Rosen [2004], problema 6.h, pag. 87)
Sea A un conjunto. Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y

las equivalencias légicas que () — A = ().
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Nuevas identidades entre conjuntos

Ejemplo (Rosen [2004], problema 6.h, pag. 87)
Sea A un conjunto. Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos y

las equivalencias légicas que () — A = ().

Demostracion.
D—A={z|zeDAhx¢g A}
={z|FAx¢gA}

(def. diferencia)

(
={z|x & ANF} (ley légica conmutativa)

(

(

(

def. conjunto vacio)

— {+| F}
={z |z e}
=0

ley l6gica de dominacién)
def. conjunto vacio)
def. 0) [ |
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Nuevas identidades entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 12.d, pag. 87)
Sean Ay B conjuntos. Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos

y las equivalencias légicas que AN (B — A) = ().
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Nuevas identidades entre conjuntos

Ejercicio (continuacién)

Demostracion.

AN(B—-A)={z|z e ANz e (B-A)}
={z|zcAN(xeBAzgA)}
={z|zeAN(z ANz EB)}
={z|(x€e ANz g ANz € B}
={z|(xe€eAN-(x€eA))ANxe€B}

Teoria de conjuntos

={z|FAzeB}
={z|reBAF}
={z|F}
={z|ze}
=0

(def. interseccién)
(def. diferencia)

(ley conmutativa)
(ley asociativa)

(def. &)

(ley de negacién)
(ley de conmutativa)
(ley de dominancia)
(def. conjunto vacio)
(

def. conjunto vacio)
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Nuevas identidades entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 12.e, pag. 87)
Sea A y B conjuntos. Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos

y las equivalencias légicas que AU (B — A) = AU B.
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Nuevas identidades entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 12.e, pag. 87)
Sea A y B conjuntos. Demostrar empleando las definiciones de las operaciones entre conjuntos

y las equivalencias légicas que AU (B — A) = AU B.

Demostracién.
AU(B—-A)
={z|reAvre(B-A)}
={z|zrecAVv(re BNz ¢&A)}
={z|(xreAveeB)AN(zcAVa g A)}

(def. unién)
(
(
={z|(xeAvaeB)AN(z € AV-(x € A)} (def. &)
(
(
(

def. diferencia)
ley distributiva)

={z|(x€e Avaxe B)AV}
={z|z€eAvz e B}
=AUB

ley de negacidn)
ley de identidad)
def. unién) [ |
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Nuevas identidades entre conjuntos

Dadas las identidades basicas entre conjuntos, éstas se pueden emplear para obtener nuevas
identidades entre conjuntos.
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Nuevas identidades entre conjuntos

Dadas las identidades basicas entre conjuntos, éstas se pueden emplear para obtener nuevas
identidades entre conjuntos.

Ejemplo (Rosen [2004], problema 16, pag. 87)

Demostrar empleando las identidades basicas entre conjuntos que si A y B son conjuntos,
entonces (AN B)U(ANB) = A.
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Nuevas identidades entre conjuntos

Dadas las identidades basicas entre conjuntos, éstas se pueden emplear para obtener nuevas
identidades entre conjuntos.

Ejemplo (Rosen [2004], problema 16, pag. 87)

Demostrar empleando las identidades basicas entre conjuntos que si A y B son conjuntos,
entonces (AN B)U(ANB) = A.

Demostracién.
(ANB)U(ANB)=AN(BUB) (ley distributiva)
=ANU (ley de complemento)
=A (ley de identidad) |
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Nuevas identidades entre conjuntos

Ejemplo (continuacién)
Una prueba diferente que (AN B)U (AN B) = A.

Demostracion.

Teoria de conjuntos

ley distributiva)
ley conmutativa)
ley de absorcién)

ley conmutativa)

ley de complemento)
ley de identidad)

ley commutativa)

(
(
(
(
(ley distributiva)
(
(
(
(

ley de absorcién) [ |
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Nuevas identidades entre conjuntos

Diferencia en términos de unidén e interseccion

A—B=ANB.
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Nuevas identidades entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 14.e, pag. 87)
Sean A, B y C conjuntos. Demostrar empleando las identidades béasicas entre conjuntos que

(B—A)U(C—A) =(BUC)— A
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Nuevas identidades entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 14.e, pag. 87)

Sean A, B y C conjuntos. Demostrar empleando las identidades béasicas entre conjuntos que
(B-—A)U(C—-A)=(BUC)—A.

Demostracion.

Teoria de conjuntos

(B—A)U(C—A) =

—~~ —,

=5
i)
RIS

ol ol W
D DD

o W

C C

C

C C C

—~, Y~

D
|

Q

— =l Q Q

D D D
SIS

(def. diferencia)
(ley conmutativa)
(ley conmutativa)
(ley distributiva)
(ley conmutativa)
(

def. diferencia)
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Nuevas identidades entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 18, pag. 88)
Sean A, B y C conjuntos. Demostrar empleando las identidades basicas entre conjuntos que

(A-B)—C=(A-C)— (B-0C).
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Nuevas identidades entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 18, pag. 88)

Sean A, B y C conjuntos. Demostrar empleando las identidades basicas entre conjuntos que
(A—B)—C=(A-C)—(B-20C).

Teoria de conjuntos

(A-C)—(B-0C)

=A-C)nB-C
=(A-C)NnBNC
—(A-C)n(BUC
=A-C)n(BuC
=((A=C)nB)U(
=((A=C)nB)U(
= ((A-C)nB)u(

def. diferencia)
def. diferencia)
leyes de De Morgan)

ley distributiva)
def. diferencia)

(

(

(

(ley de complementacién)
(

(

(ley asociativa)
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Nuevas identidades entre conjuntos

Ejercicio (continuacién)

=(A-C)NB)U(AND) (ley de complemento)
=(A-C)nB)u (ley de complemento)
=A-C)nB (ley de complemento)
=(AnC)NB (def. diferencia)
=AN(CNB) (ley asociativa)
=AN(BNC) (ley conmutativa)
=(AnB)nC (ley asociativa)
=(A-B)nC (def. diferencia)
=(A-B)-C (def. diferencia)
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Nuevas identidades entre conjuntos

Definicién (Diferencia simétrica)
Sean A y B conjuntos. La diferencia simétrica de A y B, denotada por A & B, es el conjunto
que contiene aquellos elementos que bien estdn en A o bien estdn en B, pero no en ambos.

A®B=(AUB)—(ANB).
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Nuevas identidades entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 28, pag. 88)

Sean A y B conjuntos. Demostrar empleando las identidades basicas entre conjuntos que
A B=(A-B)U(B—A).
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Nuevas identidades entre conjuntos

Ejercicio (continuacién)

Demostracion.

Teoria de conjuntos

(def. dif. simétrica)
(def. diferencia)

(ley commutativa)
(ley distributiva)
(leyes de De Morgan)
(leyes commutativa)
(ley distributiva)

(ley de complemento)

(ley de identidad
(def. diferencia)
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Nuevas identidades entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 29.d, pag. 88)
Sean A y B conjuntos. Demostrar empleando las identidades basicas entre conjuntos que

A A="U.
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Nuevas identidades entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 29.d, pag. 88)

Sean A y B conjuntos. Demostrar empleando las identidades basicas entre conjuntos que
A A=T.

Demostracion.

ApA=(A-A)UA-4) (ejercicio pag. 128)
= (ANA)U(ANA) (def. diferencia)
=(ANA)UANA) (ley de complementacién)
=AUA (ley de idempotencia)
=U (ley de complemento) |
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Nuevas identidades entre conjuntos

Ejercicio (Rosen [2004], problema 30.d, pag. 88)

La diferencia simétrica entre conjuntos satisface las siguientes propiedades:

A®B=(A—B)U(B-A), (1)
A A=, (2)
(A®B)&C=Ad (B®C). (3)

Empleando las propiedades anteriores demostrar que (A ® B) © B = A.
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Nuevas identidades entre conjuntos

Ejercicio (continuacién)

Demostracion.

(A©@B)®@B=A® (B® B)

Teoria de conjuntos

=Aa(
=A-0ud-A)
= (ANnP)u (B nA)

(ANU)U (BN A)
=AU (0N A)
=AU

Eq.
Eq.

(Eq. 3)

(Eq. 2)

(Eq. 1)

(def. diferencia)
(

(

(

(

o o

ley del complemento de ()
ley de identidad)

ley de dominancia)

ley de identidad)
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Uniones e intersecciones generalizadas

Definicién (Unién e interseccién de una coleccién indexada de conjuntos)

Sea Ay,..., A, una coleccién indexada de conjuntos. Entonces

UAi:AlLJ-"UAn,
i=1

ﬂAi:Alﬂ-“ﬂAn.

i=1
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Uniones e intersecciones generalizadas

Ejemplo
Sea A; = [i,00), con 1 < i < 0. Es decir, 4] = [1,00), Ay = [2,00),

HaIIar eI valor de:

1UA
: (s

i=1
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Uniones e intersecciones generalizadas

Ejemplo

Sea A; = [i,00), con 1 < i < oco. Es decir, A; =

HaIIar eI valor de:

1UA
s

Solucién:

Teoria de conjuntos
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Sucesor de un conjunto

Definicién (Sucesor de un conjunto)

El sucesor del conjunto A es el conjunto AU {A}.
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Sucesor de un conjunto

Definicién (Sucesor de un conjunto)

El sucesor del conjunto A es el conjunto AU {A}.

Ejercicio (Rosen [2004], problema 47.c, pag. 89)

Hallar el sucesor del conjunto {()}.
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Sucesor de un conjunto

Definicién (Sucesor de un conjunto)

El sucesor del conjunto A es el conjunto AU {A}.

Ejercicio (Rosen [2004], problema 47.c, pag. 89)

Hallar el sucesor del conjunto {()}.

Solucién: {0} U {{0}}

Teoria de conjuntos 139/143



Sucesor de un conjunto

Definicién (Sucesor de un conjunto)

El sucesor del conjunto A es el conjunto AU {A}.

Ejercicio (Rosen [2004], problema 47.c, pag. 89)

Hallar el sucesor del conjunto {()}.

Solucién: {0} U {{0}}

Ejercicio (Rosen [2004], problema 48, pag. 89)

i Cuantos elementos tiene el sucesor de un conjunto de n elementos?
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Sucesor de un conjunto

Definicién (Sucesor de un conjunto)

El sucesor del conjunto A es el conjunto AU {A}.

Ejercicio (Rosen [2004], problema 47.c, pag. 89)

Hallar el sucesor del conjunto {()}.

Solucién: {0} U {{0}}

Ejercicio (Rosen [2004], problema 48, pag. 89)

i Cuantos elementos tiene el sucesor de un conjunto de n elementos?

Solucién: n 4+ 1 elementos
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Representacion de conjuntos en un ordenador

Lectura: Rosen [2004, pags. 85-87].
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