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Preliminares

Convencién
Los niimeros asignados a los teoremas, ejemplos, ejercicios, figuras y paginas en estas diapositivas

corresponden a los nimeros asignados en el texto guia [Epp 2011].
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Esquema de la presentacion

Introduccion

Conjuntos parcialmente ordenados
Diagramas de Hasse

Ordenes lexicograficos

Conjuntos totalmente ordenados
Elementos notables
Ordenamiento topoldgico

Referencias



Tema

Introduccion



Introduccién

Se pueden emplear relaciones sobre un conjunto para ordenar algunos o todos los elementos del
conjunto.
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Introduccién

Se pueden emplear relaciones sobre un conjunto para ordenar algunos o todos los elementos del
conjunto.
Ejemplo (algunas relaciones de orden)

» Palabras en un diccionario
(a,b) € R si a es una palabra que estd antes que la palabra b en el diccionario.
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Introduccién

Se pueden emplear relaciones sobre un conjunto para ordenar algunos o todos los elementos del
conjunto.
Ejemplo (algunas relaciones de orden)

» Palabras en un diccionario
(a,b) € R si a es una palabra que estd antes que la palabra b en el diccionario.

» Genealogia académica
(a,b) € R si la persona a fue el director de |a tesis de la persona b.
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Introduccién

Se pueden emplear relaciones sobre un conjunto para ordenar algunos o todos los elementos del
conjunto.
Ejemplo (algunas relaciones de orden)

» Palabras en un diccionario
(a,b) € R si a es una palabra que estd antes que la palabra b en el diccionario.

» Genealogia académica
(a,b) € R si la persona a fue el director de |a tesis de la persona b.

» Programacion de trabajos/proyectos
(a,b) € R si a es una tarea que debe ser completada antes que la tarea b comience.
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Tema

Conjuntos parcialmente ordenados



Relaciones antisimétricas

Definicién
Sea R una relacién sobre un conjunto A.

R es antisimétrica < paratoda x,y € A, si (x,y) € Ry (y,x) € R entonces x = y.
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Relaciones antisimétricas

Ejemplo
La relacién < en los niimeros reales R es una relacidon antisimétrica.
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Relaciones antisimétricas

Ejemplo 8.5.2
Se definen las siguientes relaciones:

paratodaa, b€ Z" aR b« alb,

paratodaa,b € Z,aR, b < a| b.

Para las relaciones Ry y R» tenemos:

(i) La relaciéon R; es antisimétrica.
En el tablero.

(i) La relacién R no es antisimétrica.
En el tablero.
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Relaciones antisimétricas

Ejemplo (la relacién de subconjunto)

Sea C un coleccién de conjuntos.
Observar que el concepto de subconjunto es un relacién sobre C.

La relacién C es una relacion antisimétrica porque para todos A, B € C,siAC By BC A
entonces A = B.
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Relaciones de orden parcial

Definicion
Sea A un conjunto y R una relacién sobre A. La relacién R es una relacion de orden parcial
sobre A, si y solo si, es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
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Relaciones de orden parcial

Ejemplo
La relaciéon < en los nimeros reales R es una relacién de orden parcial.
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Relaciones de orden parcial

Ejemplo 8.5.3 (la relacién de subconjunto)

Sea C un coleccién de conjuntos. La relacién C sobre C es un relacién de orden parcial.
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Relaciones de orden parcial

Ejemplo 8.5.4
La relacién de divisibilidad (|) sobre los nimeros enteros positivos Z* es una relacién de orden
parcial.
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Conjuntos parcialmente ordenados

Notacién
El simbolo < denota una relacién de orden parcial arbitraria.
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Conjuntos parcialmente ordenados

Notacién

El simbolo < denota una relacién de orden parcial arbitraria.

Definicion

Un conjunto A es un conjunto parcialmente ordenado (o poset) respecto a una relacién =,
si y solo si, la relaciéon < es una relacién de orden parcial sobre A.
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Conjuntos parcialmente ordenados

Ejemplo

Los siguientes conjuntos son parcialmente ordenados respecto a la relacién indicada:
(i) El conjunto de los nimeros reales R respecto a la relacién menor o igual a (<).
(i) El conjunto de partes de un conjunto respecto a la relacién de subconjunto (C).

(iii) El conjunto de los ndmeros enteros positivos Z" respecto a la relacién de divisibilidad (]).
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Conjuntos parcialmente ordenados

Notacién

En lugar de escribir «sea A un conjunto parcialmente ordenado respecto a la relacién <» escri-
. . . *

biremos «sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenadoy.

* .z 7
Esta notacién no es usada por el texto guia.
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Conjuntos parcialmente ordenados

Notacién

En lugar de escribir «sea A un conjunto parcialmente ordenado respecto a la relacién <» escri-
. . . *

biremos «sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenadoy.

Ejemplo

Los siguientes conjuntos son conjuntos parcialmente ordenados:
(i) (R, <).

(i) (P(A),<), donde A es un conjunto.

(iii) (Z*,1).

* .z 7
Esta notacién no es usada por el texto guia.
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Tema

Diagramas de Hasse



Diagramas de Hasse

Descripcién
En lugar de representar una relacién de orden parcial por una grafo dirigido ésta se puede
representar por un diagrama de Hasse.
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Diagramas de Hasse

Construccién de un diagrama de Hasse a partir de un grafo dirigido

(i) Construir el grafo dirigido de la relacién de tal forma que todas las flechas apunten hacia
arriba.

(ii) Remover los bucles.
(iii) Remover las flechas que deberian estar porque la relacién es transitiva.

(iv) Convertir el grafo dirigido en un grafo no dirigido.
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Diagramas de Hasse

Ejemplo

Grafo dirigido y diagrama de Hasse para el conjunto parcialmente ordenado ({1,2,3,9,18},]).

Grafo dirigido (figura pag 503).

Diagramas de Hasse

18

Diagrama de Hasse (figura pag 504).
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Diagramas de Hasse

Ejemplo
Diagrama de Hasse para el conjunto parcialmente ordenado ({1,2,3,4,6,8,12}, ).

8 12

4 6

2 3
i
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Diagramas de Hasse

Ejemplo 8.5.7
Sea A= {a, b, c}. La relacién C sobre P(A) es una relacién de orden parcial.
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Diagramas de Hasse

Ejemplo 8.5.7

Sea A= {a,b,c}. La relacion C sobre P(A) es una relacién de orden parcial.

Figura pag. 504.

Diagramas de Hasse

{a, b, c}
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Tema

Ordenes lexicograficos



Ordenes lexicograficos

Ejemplo
Sea < la relacién sobre Z x Z definida por:

Para todas las parejas ordenadas (a1, b1), (a2, bp) € Z x Z,

(31, bl) = (32, b2) <~ ap < ao (31 =axy b < bg).
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Ordenes lexicograficos

Ejemplo
Sea < la relacién sobre Z x Z definida por:

Para todas las parejas ordenadas (a1, b1), (a2, bp) € Z x Z,

(31, bl) = (32, b2) <~ ap < ao (31 =axy b < bg).

(i) Es (3,100) < (4,4)?
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Ordenes lexicograficos

Ejemplo
Sea < la relacién sobre Z x Z definida por:

Para todas las parejas ordenadas (a1, b1), (a2, bp) € Z x Z,

(31, bl) = (32, b2) <~ ap < ao (31 =axy b < bg).

(i) Es (3,100) = (4,4)7
(ii) Es (3,5) = (3,4)?
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Ordenes lexicograficos

Definicién
Sean (A,=<a) y (B, =g) dos conjuntos parcialmente ordenados. La relacién de orden lexico-
grafico sobre A x B, denotada =, esta definida por [Lipschutz y Lipson 2007]:*

Para todas las parejas ordenadas (a1, b1), (a2, b)) € A x B,

(a1, b1) =X (a2,b2) < a1 <aao(ar=axyb =g by).

* PR Z /
Esta definicién no esta en el texto guia.
Ordenes lexicograficos 34/68



Ordenes lexicograficos

Teorema

Sean (A, =<4) y (B, <g) dos conjuntos parcialmente ordenados. La relacién de orden lexicografi-
co = sobre A x B es un relacién de orden parcial, es decir, el conjunto (A x B, <) es un conjunto
parcialmente ordenado [Lipschutz y Lipson 2007]."

* z 7
Este teorema no estd en el texto guia.
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Ordenes lexicograficos

Definicién
Sean (A1, =1),...,(An, =n) conjuntos parcialmente ordenados. La relacién de orden lexico-
grafico sobre A; x --- x A,, denotada =, esta definida por [Lipschutz y Lipson 2007]:"

Para todas las n-tuplas ordenadas (a1,...,a,),(b1,...,by) € A1 X -+ X Ap:
(a1,...,an) 2 (b1,...,bp) < (Im > 0)(Vi < m)(ai = bi Yy am =m bm)-

Es decir, (a1,...,an) = (b1,...,by), si y solo si, a;, =m bm y todos los términos precedentes
son iguales.

* PR z /
Esta definicién no esta en el texto guia.
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Ordenes lexicograficos

Teorema

Sean (A1, =1), ..., (An, <,) conjuntos parcialmente ordenados. La relacién de orden lexicografi-
co < sobre Aj x---x A, es una relacién de orden parcial, es decir, el conjunto (A; x---x A,, <)
es un conjunto parcialmente ordenado [Lipschutz y Lipson 2007]."

* z 7
Este teorema no estd en el texto gula.
Ordenes lexicograficos 37/68



Ordenes lexicograficos

Ejemplo

Sea (A, <), donde A = {0, 1}. El orden lexicografico (A x A x A, <) estd dado por:

Ordenes lexicograficos

1,0,1)
1,0,0)

0,1,0)

(
(1,
(
(
(0,1,1)
(
(0,0,1)
(

0,0,0)
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Ordenes lexicograficos

Definicion
Sea (A, R) un conjunto parcialmente ordenado y sea S un conjunto de cadenas sobre A. La

relacién de orden lexicografico sobre S (el orden en el diccionario), denotada =, esta defini-
da por:

(continua en la préxima diapositiva)
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Ordenes lexicograficos

Definicién (continuacién)

Para cualesquiera dos cadenas ajas...am, b1by...b, € S, donde my n son enteros positivos,
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Ordenes lexicograficos

Definicién (continuacién)
Para cualesquiera dos cadenas ajas...am, b1by...b, € S, donde my n son enteros positivos,

(i) Sim<ny a;= b; paratodai=1,2,..., m, entonces

3132...amjb1bg...bn.
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Ordenes lexicograficos

Definicién (continuacién)
Para cualesquiera dos cadenas ajas...am, b1by...b, € S, donde my n son enteros positivos,

(i) Sim<ny a;= b; paratodai=1,2,..., m, entonces

3132...amjb1bg...bn.

(ii) Si para algin entero k con k <m, k<ny k>1,a = bjparatodai=1,2....k—1y
ax 7 by pero ax R by entonces

3132...amjb1b2...bn.
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Ordenes lexicograficos

Definicién (continuacién)
Para cualesquiera dos cadenas ajas...am, b1by...b, € S, donde my n son enteros positivos,

(i) Sim<ny a;= b; paratodai=1,2,..., m, entonces

3132...amjb1bg...bn.

(ii) Si para algin entero k con k <m, k<ny k>1,a = bjparatodai=1,2....k—1y
ax 7 by pero ax R by entonces

3132...amjb1b2...bn.

(iii) Si e eslacadenanulays e S, entonces ¢ < s.
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Ordenes lexicograficos

Ejemplo 8.5.6
Algunas palabras ordenas de acuerdo al orden en el diccionario.

X = XX, X =2y, € =<g,
X 2 Xy, XX = XyX, € = X,
XX = XXX, XXXy = Xy, € =X Xy,
yXy = yXyxxx, YXYXXYy = YXyxy, € 2 yyxy.

(i) (ii) (iii)

(continua en la préxima diapositiva)
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Ordenes lexicograficos

Ejemplo 8.5.6 (continuacién)

Diagrama de Hasse.
Yyxy

YXyxy
YXYXXyy
YXYXXX
yxy

y

XyX

Xy

XXX

XX
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Ordenes lexicograficos

Teorema 8.5.1

Sea (A, R) un conjunto parcialmente ordenado y sea S un conjunto de cadenas sobre A. La
relacién de orden lexicografico < sobre S es un orden parcial, es decir, el conjunto (S, <) es un
conjunto parcialmente ordenado.
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Tema

Conjuntos totalmente ordenados



Relaciones de orden total

Definicion
Sea (A, =) un conjunto parcialmente ordenado. Dos elementos a, b € A son comparables, si y

solosi,a<bob=a.

En caso contrario, los elementos a y b son no comparables.
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Relaciones de orden total

Definicién
Sea R una relacién de orden parcial sobre un conjunto A. La relacion R es una relacion de
orden total sobre A, si y solo si, todos los elementos de A son comparables bajo R.
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Conjuntos totalmente ordenados

Definicion
Un conjunto A es un conjunto totalmente ordenado respecto a una relacién =, si y solo
si, la relacién < es una relacién de orden total sobre A.
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Conjuntos totalmente ordenados

Ejemplo

Los siguientes conjuntos son conjuntos totalmente ordenados:
(i) (R, <).

(i) (A1 x ---x A,, =), donde = es el orden lexicogréafico.

(iii) Un conjunto de cadenas ordenadas lexicograficamente.
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Conjuntos totalmente ordenados

Ejemplo
Los siguientes conjuntos parcialmente ordenados no son conjuntos totalmente ordenados:
(i) (P(A),C), donde A es un conjunto.

(i) (Z7,1).
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Conjuntos totalmente ordenados

Teorema
Sean (A1,=1),...,(An, =,) conjuntos totalmente ordenados. La relacién de orden lexicografi-

co < sobre A; x -+ x A, es una relacién de orden total, es decir, el conjunto (A1 x -+ x A,, <)
es un conjunto totalmente ordenado [Lipschutz y Lipson 2007].*

* z 7
Este teorema no estd en el texto guia.
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Tema

Elementos notables



Elementos notables

Definicién
Sea (A, =) un conjunto parcialmente ordenado y sea a € A. El elemento a es un elemento
maximo/mayor/minimo/menor de A, si para todo b € A,

maximo & b <a o by ason no comparables,
mayor & b =< a,
minimo & a=b o by ason no comparables,
menor & a=h.
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Elementos notables

Ejemplo

a a b a b a
(i) (if) (iii) (iv)
Fig. Maximos Mayor Minimos Menor

(i) c,d,e  no hay a a
(ii) d,e no hay a, b no hay
(iii) d d a,b no hay
(iv) d d a a
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Elementos notables

Algunas observaciones

(i) Un elemento mayor es un elemento maximo.
(ii
(iii

) Un elemento méaximo no necesariamente es un elemento mayor.
(iv) Un elemento minimo no necesariamente es un elemento menor.

Un elemento menor es un elemento minimo.

(v) Si un elemento mayor existe éste es tnico.

(vi

Si un elemento menor existe éste es Unico.
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Elementos notables

Ejercicio 8.5.43

Dibuje un diagrama de Hasse para un conjunto parcialmente ordenado que tiene tres elementos
maximos y tres elementos minimos y es tal que cada elemento es, ya sea mayor que o menot,
que exactamente otros dos elementos.
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Elementos notables

Ejercicio 8.5.43

Dibuje un diagrama de Hasse para un conjunto parcialmente ordenado que tiene tres elementos
maximos y tres elementos minimos y es tal que cada elemento es, ya sea mayor que o menot,
que exactamente otros dos elementos.

XX

Solucién
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Tema

Ordenamiento topoldgico



Relaciones de orden parcial compatibles

Definicién
Sean (A, <)y (A, %) dos ordenes parciales. La relacién <’ es compatible con la relacién =, si
y solo si, paratodo ay b en A, si a < b entonces a < b.
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Relaciones de orden parcial compatibles

Ejemplo

Sea A = {a, b, c} y sean los ordenes parciales (P(A),C) y (P(A), <), donde < es la relacién de
orden parcial indicada en el diagrama de Hasse de la derecha. El orden parcial < es compatible
con el orden parcial C.

{a, b, c}

{a, b, c} (b, c}

/ \ {a.c}
{a,c} S +{b, c} {a, b}
{a}e ' «{b} (b}
\ / o

0 0

Ordenamiento topolégico 62/68



Ordenamiento topoldgico

Definicién
Sean (A, <) y (A, =’) dos ordenes parciales. La relacién <’ es un ordenamiento topolégico
para la relacién =, siy solo si, <’ es un orden total que es compatible con <.
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Ordenamiento topoldgico

Ejemplo
En el ejemplo anterior, el orden total < es un ordenamiento topolégico para el orden parcial C.
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Ordenamiento topoldgico

Construccién de un ordenamiento topolégico

Sea (A, <) un conjunto finito parcialmente ordenado. Para construir un ordenamiento topolégi-
co </ para =<:

1. Elija cualquier elemento minimo x en A.
2. Sea Al := A— {x}.
3. Repita los siguiente pasos en tanto A’ # ().

3.1 Elija cualquier elemento minimo y en A’.
3.2 Defina x <" y.
33Sea A=A —{ylyx:=y.
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Ordenamiento topoldgico

Ejemplo 8.5.11
Dado el conjunto parcialmente ordenado ({2,3,4,6,18,24},|). Construir un ordenamiento to-
poldgico para el orden parcial |.

24 18
4 6
2 3

Solucién: En el tablero.
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Referencias
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