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Preliminares

Convencién
Los niimeros asignados a los teoremas, ejemplos, ejercicios, figuras y paginas en estas diapositivas

corresponden a los nimeros asignados en el texto guia [Epp 2011].
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Introduccién



Introduccién

Relaciones de equivalencia y particiones

/42 o4
A

0
Aj =0 para i # j,

A
Figura 8.3.1.
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Tema

La relacién inducida por una particién



La relacién inducida por una particion

Definicién
Sea A un conjunto. Una particion de A es un conjunto finito o infinito de subconjuntos no
vacios, mutuamente disjuntos, cuya unién es A.

Véase Figura 8.3.1 en la introduccién.
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La relacién inducida por una particion

Definicion
Sea A un conjunto con una particién. La relacion inducida por la particion, es una relacién R
sobre A definida por: para toda x,y € A,

xRy < hay un subconjunto A; de la particién tal que x,y € A;.
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La relacién inducida por una particion

Definicion
Sea A un conjunto con una particién. La relacion inducida por la particion, es una relacién R
sobre A definida por: para toda x,y € A,

xRy < hay un subconjunto A; de la particién tal que x,y € A;.

Ejemplo
En el tablero.
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La relacién inducida por una particion

Teorema 8.3.1
Sea A un conjunto con una particidén y sea R la relacién inducida por la particién. La relacién R

es reflexiva, simétrica y transitiva.

Demostracion
En el tablero.
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Relaciones de equivalencia

Definicion
Sea A un conjunto y R una relacién sobre A. La relacién R es una relacion de equivalencia,

si y solo si, es reflexiva, simétrica y transitiva.
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Relaciones de equivalencia

Ejemplo
La relacién inducida por una particién de un conjunto es una relacién de equivalencia.
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Relaciones de equivalencia

Ejemplo
La relacién de congruencia médulo 3 es una relacién de equivalencia (véase Ejemplo 8.2.4).
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Relaciones de equivalencia

Ejemplo 8.3.4 (una relacién sobre un conjunto de identificadores)
Sea L el conjunto de todos los identificadores permitidos en un cierto lenguaje de programacion
y sea R una relacion sobre L definida por: para todas las cadenas s, t € L,

sRt <« los ocho primeros caracteres de s son iguales a
a los ocho primeros caracteres de t.

La relaciéon R es un relacién de equivalencia.
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Relaciones de equivalencia

Ejercicio
Sea A= {a,e, i, o,u}. Definimos la relacién de igualdad sobre A por: para todo x,y € A,

xRy & x=y.

i Es la relacion de igualad sobre A una relacién de equivalencia?
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Relaciones de equivalencia

Ejercicio
Sea A # (). jSon las relaciones () y A x A relaciones de equivalencia?
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Relaciones de equivalencia

Ejemplo
Sea FUN el conjunto de la funciones de {0,1} en {0, 1}.

FUN={f C{0,1} x{0,1} | f:{0,1} — {0,1}},
Definimos una relaciéon R sobre FUN por

R ={(f,g) € FUN x FUN | f(1) = g(1) }.

La relacién R es una relacién de equivalencia.
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Clases de equivalencia

Definicién
Sea A un conjunto, R una relacién de equivalencia sobre Ay a € A. La clase de equivalencia
de a, denotada [a], esta definida por:

[a] ={x€A|xRa}.
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Clases de equivalencia

Definicién
Sea A un conjunto, R una relacién de equivalencia sobre Ay a € A. La clase de equivalencia
de a, denotada [a], esta definida por:

[a] ={x€A|xRa}.

La version procedimental de la definicién anterior es la siguiente. Para toda x € A,

x€la < xRa.
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Clases de equivalencia

Definicion
Sea A un conjunto, R una relacién de equivalencia sobre Ay a € A. La clase de equivalencia
de a, denotada [a], esta definida por:
[a] ={x€A|xRa}.
La version procedimental de la definicién anterior es la siguiente. Para toda x € A,

x€la < xRa.

Notacién
La clase de equivalencia de un elemento a bajo una relacién de equivalencia R se denota [a]g.
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Clases de equivalencia

Ejemplo 8.3.5
Sea A=1{0,1,2,3,4} y sea R la relacién sobre A definida por la figura.

OO (3) [0] = {x € A|xR0}={0,4},

/ / . [1]={xeA|xR1}={1,3},
2] ={xeA[xR2}= {2},

" 1 O [3]:{X6A|XR3}:{173}7

[4] = {x € A|xR4}={0,4}.

Figura pag. 465. Clases de equivalencia de cada elemento.
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Clases de equivalencia

Ejemplo 8.3.5
Sea A={0,1,2,3,4} y sea R la relacién sobre A definida por la figura.

OQ @ [0] = {x € A|xR0}={0,4},

/ / . [1]={xeA|xR1}={1,3},
2] ={xeA|xR2}= {2},

" 1 O [3]:{X€A|XR3}:{173}7

[4] = {x € A|xR4}={0,4}.

Figura pag. 465. Clases de equivalencia de cada elemento.

Las clases de equivalencia del conjunto A bajo la relacién R son {[0], [1],[2]}.
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Clases de equivalencia

Ejemplo 8.3.7 (Clases de equivalencia de identificadores)

En el tablero.
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Clases de equivalencia

Ejemplo 8.3.7 (Clases de equivalencia de identificadores)

En el tablero.

Ejemplo 8.3.8 (Clases de equivalencia para la relacién de identidad)

En el tablero.

Clases de equivalencia 26/45



Tema

Particién inducida por una relacién de equivalencia



Particion inducida por una relacién de equivalencia

Lema 8.3.2
Sea R una relacién de equivalencia sobre un conjunto A. Para todo a, b € A, si aR b, entonces

[a] = [b].

Demostracion
En el tablero.
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Particion inducida por una relacién de equivalencia

Lema 8.3.3
Sea R una relacién de equivalencia sobre un conjunto Ay sean a, b € A, entonces [a] N [b] = ()
o [a] = [b].
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Particion inducida por una relacién de equivalencia

Lema 8.3.3
Sea R una relacién de equivalencia sobre un conjunto Ay sean a, b € A, entonces [a] N [b] = ()

o [a] = [b].

(Versidn equivalente) Sea R una relacién de equivalencia sobre un conjunto A, sean a,b € Ay
[a] N [b] # 0, entonces [a] = [b].
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Particion inducida por una relacién de equivalencia

Lema 8.3.3
Sea R una relacién de equivalencia sobre un conjunto Ay sean a, b € A, entonces [a] N [b] = ()
o [a] = [b].

(Versidn equivalente) Sea R una relacién de equivalencia sobre un conjunto A, sean a,b € Ay
[a] N [b] # 0, entonces [a] = [b].

Demostracién
En el tablero.
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Particion inducida por una relacién de equivalencia

Teorema 8.3.4 (particién inducida por una relaciéon de equivalencia)

Si A es un conjunto y R es una relacién de equivalencia sobre A, entonces las clases de equiva-
lencia de R inducen una particién de A.
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Particion inducida por una relacién de equivalencia

Teorema 8.3.4 (particién inducida por una relaciéon de equivalencia)

Si A es un conjunto y R es una relacién de equivalencia sobre A, entonces las clases de equiva-
lencia de R inducen una particién de A.

Demostracién

Debemos demostrar

(i) La unién de las clases de equivalencia es el conjunto A.
(i) Las clases de equivalencia son disjuntas.

En el tablero.
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Congruencias médulo n

Ejemplo 8.3.10 (clases de equivalencia de la relacién de congruencia médulo 3)

Sea R la relacién sobre Z definida por: para todo a, b € Z,

aRb < 3|(a—b).
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Congruencias médulo n

Ejemplo 8.3.10 (clases de equivalencia de la relacién de congruencia médulo 3)

Sea R la relacién sobre Z definida por: para todo a, b € Z,
aRb < 3|(a—b).
Para a € Z,

[a] ={xeZ|xRa}
={xe€Z|3dividea(x—a)}
={x € Z|x— a= 3k, para algln entero k }
={x € Z|x=3k+ a, para algln entero k }.
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Congruencias médulo n

Ejemplo 8.3.10 (continuacién)

Las clases de equivalencia para 0, 1 y 2 son:

[0] ={x € Z|x=23k+0, para algln entero k }
—{..,-9,-6,-3,0,3,6,9,...},

[1] = {xe z ] x = 3k + 1, para algin entero k }
=1{.. ~2,1,4,7,10,...},

[2] = {x € Z | x =3k + 2, para algiin entero k }
={...,—7,—4,-1,2,58,11,...}.
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Congruencias médulo n

Ejemplo 8.3.10 (continuacién)
Desde que 3 R0 entonces [3] = [0].
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Congruencias médulo n

Ejemplo 8.3.10 (continuacién)
Desde que 3 R0 entonces [3] = [0].

En general,

(0] = [3] = [-3] = [6] = [-6]....
M= =[2=[=[5
Rl =[5 =[-1]=[8]=[4]....
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Congruencias médulo n

Ejemplo 8.3.10 (continuacién)
Las clases de equivalencia para la relacién de congruencia médulo 3 son:

[0] = {x € Z|x=3k+0, para algiin entero k },
[1] ={x € Z| x =3k + 1, para algiin entero k },
[2] ={x € Z| x =3k + 2, para algiin entero k }.
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Congruencias médulo n

Ejemplo 8.3.10 (continuacién)
Las clases de equivalencia para la relacién de congruencia médulo 3 son:

[0] = {x € Z|x=3k+0, para algiin entero k },
[1] ={x € Z| x =3k + 1, para algiin entero k },
[2] ={x € Z| x =3k + 2, para algiin entero k }.

Es decir, las clases de equivalencia son
(i) el conjunto de nimeros enteros Z que son divisibles por 3,
(ii) el conjunto de nimeros enteros Z que dejan un residuo de 1 cuando se dividen por 3y

(iii) el conjunto de nimeros enteros Z que dejan un residuo de 2 cuando se dividen por 3.
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Congruencias médulo n

Definicién
Sean a y b nimeros enteros y sea n un nimero entero positivo. El nimero a es congruente
con b médulo n, denotado por a = b (méd n), siy solo si, n| (a— b), es decir,

a=b (médn) < n|(a—b).
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Congruencias médulo n

Definicién
Sean a y b nimeros enteros y sea n un nimero entero positivo. El nimero a es congruente
con b médulo n, denotado por a = b (méd n), siy solo si, n| (a— b), es decir,

a=b (médn) < n|(a—b).

Ejemplo
En el tablero.
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