CMO0246 Estructuras Discretas
§ 5.2 Induccién matematica

Andrés Sicard Ramirez

Universidad EAFIT

Semestre 2023-2
(Ultima actualizacién: 1 de julio de 2024)



Preliminares

Convencién
Los niimeros asignados a los teoremas, ejemplos, ejercicios, figuras y paginas en estas diapositivas

corresponden a los nimeros asignados en el texto guia [Epp 2011].
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Esquema de la presentacion

Introduccién

Principio de induccién matematica

Método de demostracién por induccién matematica

Induccién matematica: principio, axioma o teorema

Referencias



Tema

Introduccién



Introduccién

Motivacion
Tratemos de encontrar una férmula para la suma de los n primeros nimeros naturales impares.
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Introduccién

Motivacion
Tratemos de encontrar una férmula para la suma de los n primeros nimeros naturales impares.

Algunos célculos:

1=1,
1+3=4,
1+3+5=09,

14+3+5+47=16,
1+3+5+7+9=025
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Introduccién

Motivacion
Tratemos de encontrar una férmula para la suma de los n primeros nimeros naturales impares.

Algunos célculos:

1=1,
1+3=4,
1+3+5=09,

1+34+5+7=16,
14+3+547+9=25

Parece que la suma de los n primeros niimeros naturales impares es n°. j Cémo podemos
demostrar esta conjetura?

Introduccién 7/66



Introduccién

Descripcién

» La induccién matematica es un método de demostracion.
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Introduccién

Descripcién
» La induccién matematica es un método de demostracion.

» La induccién matematica se emplea para demostrar que una propiedad P(n), definida para
nimeros naturales n, es verdadera para todos los valores de n mayores o iguales a cierto
nimero natural fijo.
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Introduccién

Descripcién
» La induccién matematica es un método de demostracion.

» La induccién matematica se emplea para demostrar que una propiedad P(n), definida para
nimeros naturales n, es verdadera para todos los valores de n mayores o iguales a cierto
nimero natural fijo.

P> La induccidén matematica estd sustentada en el principio de induccién matematica.
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Tema

Principio de induccién matematica



Principio de induccién matematica

Principio de induccién matematica (pag. 246)
Sea P(n) una propiedad que se define para nimeros naturales ny sea a un nimero natural fijo.
Supongamos que los siguientes dos enunciados son verdaderos:

(i) P(a) es verdadera.
(i) Para todo niimero natural k > a, si P(k) es verdadera entonces P(k + 1) es verdadera.

Entonces, el enunciado

para todo niimero natural n > a, P(n)

es verdadero.
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Principio de induccién matematica

Observaciones

> El texto guia presenta el principio de induccién matematica empleando el conjunto de los
nimeros enteros Z, pero nosotros consideramos que es mas apropiado emplear el conjunto
de los niimeros naturales N en su presentacién.
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Principio de induccién matematica

Observaciones

> El texto guia presenta el principio de induccién matematica empleando el conjunto de los
nimeros enteros Z, pero nosotros consideramos que es mas apropiado emplear el conjunto
de los niimeros naturales N en su presentacién.

» La propiedad (o predicado o funcién proposicional) P(n) es definida para nimeros natura-
les n.
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Principio de induccién matematica

Observaciones

> El texto guia presenta el principio de induccién matematica empleando el conjunto de los
nimeros enteros Z, pero nosotros consideramos que es mas apropiado emplear el conjunto
de los niimeros naturales N en su presentacién.

» La propiedad (o predicado o funcién proposicional) P(n) es definida para nimeros natura-
les n.

» El enunciado (o proposicién) el cual se demuestra como verdadero es:

para todo niimero natural n > a, P(n).
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Principio de induccién matematica

Observaciones (continuacién)

P El principio requiere de dos hipoétesis:

(i) P(a) es verdadera.

(i) Para todo nimero natural k > a, si P(k) es verdadera entonces P(k+1) es verdadera.
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Principio de induccién matematica

Observaciones (continuacién)

P El principio requiere de dos hipoétesis:

(i) P(a) es verdadera.
(i) Para todo nimero natural k > a, si P(k) es verdadera entonces P(k+1) es verdadera.

» Observe que la segunda hipoétesis tiene la forma de un enunciado condicional:

para todo nimero natural k > a, P(k) — P(k + 1).
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Principio de induccién matematica

Representacion grafica (Figura 5.2.3)
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Tema

Método de demostracién por induccién matematica



Método de demostracién por induccion matematica

Pasos a seguir

1. Sefialar la propiedad P(n) para nimeros naturales n.
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Método de demostracién por induccion matematica

Pasos a seguir
1. Sefialar la propiedad P(n) para nimeros naturales n.

2. Sefalar el enunciado a demostrar e identificar el nimero natural fijo a.
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Método de demostracién por induccion matematica

Pasos a seguir
1. Sefialar la propiedad P(n) para nimeros naturales n.
2. Sefalar el enunciado a demostrar e identificar el nimero natural fijo a.

3. Paso basico: Demostrar que P(a) es verdadera.
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Método de demostracién por induccion matematica

Pasos a seguir

1. Sefialar la propiedad P(n) para nimeros naturales n.

2. Sefalar el enunciado a demostrar e identificar el nimero natural fijo a.
3. Paso basico: Demostrar que P(a) es verdadera.
4

. Paso inductivo: Demostrar que para todo nimero natural k > a, si P(k) es verdadera
entonces P(k + 1) es verdadera.

Método de demostracién por induccién matematica 23/66



Método de demostracién por induccion matematica

Pasos a seguir

1. Sefialar la propiedad P(n) para nimeros naturales n.

2. Sefalar el enunciado a demostrar e identificar el nimero natural fijo a.
3. Paso basico: Demostrar que P(a) es verdadera.
4

. Paso inductivo: Demostrar que para todo nimero natural k > a, si P(k) es verdadera
entonces P(k + 1) es verdadera.

Para realizar el paso inductivo:
4.1 Suponer la hipétesis inductiva: Suponer que P(k) es verdadera, para algin k > a.
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Método de demostracién por induccion matematica

Pasos a seguir

1. Sefialar la propiedad P(n) para nimeros naturales n.

2. Sefalar el enunciado a demostrar e identificar el nimero natural fijo a.
3. Paso basico: Demostrar que P(a) es verdadera.
4

. Paso inductivo: Demostrar que para todo nimero natural k > a, si P(k) es verdadera
entonces P(k + 1) es verdadera.

Para realizar el paso inductivo:
4.1 Suponer la hipétesis inductiva: Suponer que P(k) es verdadera, para algin k > a.

4.2 Indicar lo que se va a demostrar: P(k + 1) es verdadera para todo k > a.

Método de demostracién por induccién matematica 25/66



Método de demostracién por induccion matematica

Pasos a seguir

1. Sefialar la propiedad P(n) para nimeros naturales n.

2. Sefalar el enunciado a demostrar e identificar el nimero natural fijo a.
3. Paso basico: Demostrar que P(a) es verdadera.
4

. Paso inductivo: Demostrar que para todo nimero natural k > a, si P(k) es verdadera
entonces P(k + 1) es verdadera.

Para realizar el paso inductivo:
4.1 Suponer la hipétesis inductiva: Suponer que P(k) es verdadera, para algin k > a.
4.2 Indicar lo que se va a demostrar: P(k + 1) es verdadera para todo k > a.

4.3 Demostrar que P(k + 1) es verdadera para todo k > a.
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Método de demostracién por induccion matematica

Pasos a seguir

1. Sefialar la propiedad P(n) para nimeros naturales n.

2. Sefalar el enunciado a demostrar e identificar el nimero natural fijo a.
3. Paso basico: Demostrar que P(a) es verdadera.
4

. Paso inductivo: Demostrar que para todo nimero natural k > a, si P(k) es verdadera
entonces P(k + 1) es verdadera.

Para realizar el paso inductivo:

4.1 Suponer la hipétesis inductiva: Suponer que P(k) es verdadera, para algin k > a.
4.2 Indicar lo que se va a demostrar: P(k + 1) es verdadera para todo k > a.

4.3 Demostrar que P(k + 1) es verdadera para todo k > a.

5. Concluir que el enunciado del paso 2 es verdadero por el principio de induccién matematica.
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Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (primera versién)

Ejemplo (Teorema 5.2.2, primera versién)

Demostrar que para todo nimero natural n > 1,

n(n+1).

14+24... =
+2+---+n >
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Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (primera versién)

Ejemplo (Teorema 5.2.2, primera versién)

Demostrar que para todo nimero natural n > 1,

n(n+1).

14+24... =
+2+---+n >

Demostracién por inducciéon matematica

1. Sefialar la propiedad P(n) para nimeros naturales n
La propiedad esta dada por:

n(n+1)‘

P(n):14+2+---+n= 5
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Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (primera versién)

Demostracién por induccién matematica (continuacion)
2. Senalar el enunciado a demostrar e identificar el nimero natural fijo a.

Vamos a demostrar que el enunciado
para todo niimero natural n > 1, P(n)

es verdadero.
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Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (primera versién)

Demostracién por induccién matematica (continuacion)
2. Senalar el enunciado a demostrar e identificar el nimero natural fijo a.

Vamos a demostrar que el enunciado
para todo niimero natural n > 1, P(n)

es verdadero.

Es decir, vamos a demostrar que
n(n+1)

para todo nimero natural n > 1, 1+2+---+n= 5

es verdadero.
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Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (primera versién)

Demostracién por induccién matematica (continuacion)
3. Paso basico: Demostrar que P(a) es verdadera
Vamos a demostrar que P(1) es verdadera, es decir, vamos a demostrar que

1(1+1)

1=
2

Método de demostracién por induccién matematica
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Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (primera versién)

Demostracién por induccién matematica (continuacion)
3. Paso béasico: Demostrar que P(a) es verdadera

Vamos a demostrar que P(1) es verdadera, es decir, vamos a demostrar que

1— 1(1+1)
= 5 .
Demostracién.
Dado que
1(1+1) 2 1
2 2 7

entonces P(1) es verdadera.

Método de demostracién por induccién matematica
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Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (primera version)

Demostracién por induccién matematica (continuacion)

4. Paso inductivo: Demostrar que para todo ndmero natural k > a, si P(k) es verdadera
entonces P(k + 1) es verdadera
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Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (primera versién)

Demostracién por induccién matematica (continuacion)
4.1 Suponer la hipétesis inductiva: Suponer que P(k) es verdadera, para algin k > a
Sea k > 1, suponemos que P(k) es verdadera, es decir, suponemos que

k(k+1)

1424+ k=
F24 -t 5
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Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (primera versién)

Demostracién por induccién matematica (continuacion)
4.2 Indicar lo que se va a demostrar: P(k + 1) es verdadera

Sea k > 1, vamos a demostrar que P(k + 1) es verdadera, es decir, vamos a demostrar que

1+2+~-+k+(k+1):(k+1)2(k+2).

Método de demostracién por induccién matematica 36/66



Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (primera versién)

Demostracién por induccién matematica (continuacion)

4.3 Demostrar que P(k + 1) es verdadera

k(k+1
1+2+...+k+(k+1):u+(k+l) (por hip. inductiva)
k
=(k+1) (2 + 1) (por algebra)
k+1)(k+2
— (H;H (por algebra)

Método de demostracién por induccién matematica 37/66



Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (primera versién)

Demostracién por induccién matematica (continuacion)

4.3 Demostrar que P(k + 1) es verdadera

k(k+1
1+2+...+k+(k+1):(2+)+(k+1) (por hip. inductiva)
k
=(k+1) (2 + 1> (por algebra)
k+1)(k+2
= (+)2(+) (por algebra)

Observacion
El texto guia realiza una demostracién diferente trabajando a ambos lados de la igualdad.
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Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (primera versién)

Demostracién por induccién matematica (continuacion)
5. Concluir que el enunciado del paso 2 es verdadero por el principio de induccién matematica
Por lo tanto, el enunciado
n(n+1)

2
es verdadero por el principio de induccién matematica. |

para todo nimero natural n > 1, 1+2+---+n=
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Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (segunda version)

Ejemplo (Teorema 5.2.2, segunda version)

Demostrar que para todo nimero natural n > 1,

z":i ~ n(n+1)
i=1 2
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Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (segunda version)

Ejemplo (Teorema 5.2.2, segunda version)

Demostrar que para todo nimero natural n > 1,

zn:i: n(n2—i—1)'

i=1

Demostraciéon por induccién matematica
1. Propiedad P(n)
La propiedad estd dada por:

Método de demostracién por induccién matematica
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Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (segunda version)

Demostracién por induccién matematica (continuacion)
2. Enunciado

Vamos a demostrar que
n(n+1)

n
para todo nimero natural n > 1, Zi = 5

i=1
es verdadero.
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Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (segunda version)

Demostracién por induccién matematica (continuacion)
3. Paso basico

Vamos a demostrar que P(1) es verdadera, es decir, vamos a demostrar que

i' 1+1)‘

i=1
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Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (segunda version)

Demostracién por induccién matematica (continuacion)
3. Paso basico

Vamos a demostrar que P(1) es verdadera, es decir, vamos a demostrar que

21:, 1+1)‘

i=1

Demostracién.

1(1+1 :
(;) =1= Z i, entonces P(1) es verdadera.

i=1

Dado que
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Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (segunda version)

Demostracién por induccién matematica (continuacion)
4. Paso inductivo: Demostrar P(k) — P(k + 1)
4.1 Suponer la hipétesis inductiva P(k)

Sea k > 1, suponemos que P(k) es verdadera, es decir, suponemos que

Xk:/ k+1).

i=1
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Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (segunda version)

Demostracién por induccién matematica (continuacion)
4.2 Indicar lo que se va a demostrar: P(k + 1) es verdadera
Sea k > 1, vamos a demostrar que P(k + 1) es verdadera, es decir, vamos a demostrar que

kill_: (k+1)2(k+2)

i=1
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Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (segunda version)

Demostracién por induccién matematica (continuacion)

4.3 Demostrar que P(k + 1) es verdadera

k41 k
Z i= (Z i) +(k+1) (propiedad de la sumatoria)
i=1 i=1
= k(k;l) +(k+1) (por hipétesis inductiva)
=(k+1) (12( + 1) (por algebra)
(k+1)(k+2)

=" 2 (por algebra)

Método de demostracién por induccién matematica 47/66



Ejemplo: Suma de los n primeros niimeros naturales (segunda version)

Demostracién por induccién matematica (continuacion)
5. Conclusién

Por lo tanto, el enunciado
n

n(n+1
para todo nlimero natural n > 1, Zi = (;)
i=1

es verdadero por el principio de induccién matematica. |
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Ejercicio: Suma de los primeros n nimeros naturales impares

Ejercicio
Demostrar que la suma de los n primeros niimeros naturales impares es n?.
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Ejercicio: Suma de los primeros n nimeros naturales impares

Ejercicio
Demostrar que la suma de los n primeros niimeros naturales impares es n?.

Sugerencia
Recordar que un nimero natural impar n se puede representar de dos maneras:

n=2a+1, conac N,
n=2b—1,conbecZ".
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Ejercicio: Suma de los primeros n nimeros naturales impares

Ejercicio
Demostrar que la suma de los n primeros niimeros naturales impares es n?.

Sugerencia
Recordar que un nimero natural impar n se puede representar de dos maneras:

n=2a+1, conac N,
n=2b—1,conbecZ".

Observacién

No es absolutamente claro quién empled el método de demostracién por induccién la primera
vez, pero D. Franciscus Maurolycus en 1575 demostré por induccién la propiedad senalada en
el ejercicio [Gunderson 2011, § 1.8].
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Ejemplo: Suma geométrica

Ejemplo (Teorema 5.2.3)

Demostrar que para cualquier nimero real r # 1 y para cualquier namero natural n,

n+1 -1

Zr r—1
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Ejemplo: Suma geométrica

Ejemplo (Teorema 5.2.3)
Demostrar que para cualquier nimero real r # 1 y para cualquier namero natural n,

n+1 -1

Zr r—1

Demostraciéon por induccién matematica
1. Sea r # 1 un nimero real. La propiedad estd dada por:

n+1 -1

Zr r—1
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Ejemplo: Suma geométrica

Demostracién por induccién matematica (continuacion)

2. Vamos a demostrar que
n e |
s , I
para todo nimero real r # 1 y para todo niimero natural n, Z r'= ———
= r—1
es verdadero.
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Ejemplo: Suma geométrica

Demostracién por induccién matematica (continuacion)

3. Paso béasico. Vamos a demostrar que P(0) es verdadera, es decir, vamos a demostrar que
r0+1 -1

0 .
2=

i=0
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Ejemplo: Suma geométrica

Demostracién por induccién matematica (continuacion)

3. Paso béasico. Vamos a demostrar que P(0) es verdadera, es decir, vamos a demostrar que

r0+1 -1

O .
Zr: r—1 -

i=0
Demostracién.

Si r # 1, entonces

O -1 r—1 o
pr— :1: 0: I.
r—1 r—1 d ;r

Por lo tanto, P(0) es verdadera.
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Ejemplo: Suma geométrica

Demostracién por induccién matematica (continuacion)
4. Paso inductivo: Demostrar P(k) — P(k + 1)
4.1 Suponemos la hipétesis inductiva P(k)

Sea k > 0, suponemos que P(k) es verdadera, es decir, suponemos que

r = 71.
i=0 r=
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Ejemplo: Suma geométrica

Demostracién por induccién matematica (continuacion)

4.2 Sea k > 0, vamos a demostrar que P(k + 1) es verdadera, es decir, vamos a demostrar que

k+1

+ ; rkt2 1
St
i—0 r=
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Ejemplo: Suma geométrica

Demostracién por induccién matematica (continuacion)

4.3 Demostrar que P(k + 1) es verdadera.

k41 k
Z rh= <Z r’) + rktt (propiedad de la sumatoria)
i=0 i=0
rktl 1
=1 + ket (por hipétesis inductiva)
P
k+1 1 k+1¢, 1
— (r ) +r(r=1) (por algebra)
r—1
k+2 _ 1
= rrfl (por algebra)

Método de demostracién por induccién matematica 59/66



Ejemplo: Suma geométrica

Demostracién por induccién matematica (continuacion)
5. Conclusién

Por lo tanto, el enunciado
L AR |
para todo nimero real r # 1 y para todo nimero natural n, Z r=————
i=0 r—1
es verdadero por el principio de induccién matematica. |
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Ejercicio: Todos los caballos son del mismo color

Ejercicio (demostracién invalida)

Encontrar el fallo en la siguiente «demostracién» de que todos los caballos son del mismo
color [Rosen 2004, § 3.3. Ejercicio 51]:

Sea P(n) la proposicién que todos los caballos en un conjunto de n caballos son del
mismo color.

Paso base: Claramente, P(1) es verdadera.

Paso inductivo: Supongamos que P(k) es verdadera, por lo que todos los caballos en un
conjunto de k caballos son del mismo color. Consideremos k + 1 caballos enumerados
como 1,2,3,... k., k+ 1. Los primeros k caballos deben ser del mismo color y los
ultimos k caballos también. Como estos dos conjuntos de caballos se solapan, los k+1
caballos seran del mismo color. Esto demuestra que P(k + 1) es verdadera y completa
la demostracién por induccién.
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Tema

Induccién matematica: principio, axioma o teorema



Induccion matematica: principio, axioma o teorema

Observacién
No es claro por qué el «principio de induccion matematican» es llamado de esta forma. En algunas

teorias este principio es un axioma, por ejemplo en la Teoria de Niimeros; y en otras teorias este
principio es una teorema, por ejemplo en la Teoria de Conjuntos.
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Induccion matematica: principio, axioma o teorema

Giuseppe Peano
(1858 — 1932)

Axiomas de Peano para los niimeros naturales”
P1.
P2.
P3.
P4.
P5.

0eN.

Si n € N, entonces existe " € N (sucesor).
Paracadane N, 0 # n'.

Si n" = m’ entonces n = m.

Axioma (esquema axiomatico) de induccién
Sea S C N tal que

(i)oeS,y
(i) paratodone N, ne S —n' €S,

entonces S = N.

*Foto tomada de Wikipedia. Véase, por ejemplo, [Gunderson 2011; Peano 1967]. Para Peano el primer
ndmero natural era el 1. El axioma de induccién es de segundo orden.
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