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Preliminares

Convencién
Los niimeros asignados a los teoremas, ejemplos, ejercicios, figuras y paginas en estas diapositivas

corresponden a los nimeros asignados en el texto guia [Epp 2011].
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Introduccién



Introduccién

Descripcién

» La relacién entre la induccién matematica (ordinaria o fuerte) y las definiciones recursivas
se observé en un ejemplo anterior: Definimos una sucesiéon por recursién y probamos una
propiedad de esta sucesion por induccién matematica.
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Introduccién

Descripcién

» La relacién entre la induccién matematica (ordinaria o fuerte) y las definiciones recursivas
se observé en un ejemplo anterior: Definimos una sucesiéon por recursién y probamos una
propiedad de esta sucesion por induccién matematica.

> En esta secciéon vamos a generalizar el ejemplo anterior empleando:
» Definiciones recursivas de conjuntos y funciones.
» Definiciones recursivas de funciones sobre conjuntos numéricos.

» Demostraciones por induccién estructural de propiedades de conjuntos definidos re-
cursivamente.
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Introduccién

Observacién
En algunas areas de las matematicas y las ciencias de la computacion, los conjuntos definidos

recursivamente también son Ilamados conjuntos definidos inductivamente.
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Conjuntos definidos recursivamente

Definicion
Una definicion recursiva de un conjunto estd compuesta de los siguiente pasos:
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Conjuntos definidos recursivamente

Definicion
Una definicion recursiva de un conjunto estd compuesta de los siguiente pasos:

(i) Base: Un enunciado de que ciertos elementos pertenecen al conjunto.
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Conjuntos definidos recursivamente

Definicion
Una definicion recursiva de un conjunto estd compuesta de los siguiente pasos:

(i) Base: Un enunciado de que ciertos elementos pertenecen al conjunto.

(ii) Recursion: Un conjunto de reglas que indican cémo formar nuevos elementos de un conjunto
a partir de los que ya se sabe que estan en el conjunto.
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Conjuntos definidos recursivamente

Definicién
Una definicion recursiva de un conjunto estd compuesta de los siguiente pasos:
(i) Base: Un enunciado de que ciertos elementos pertenecen al conjunto.

(ii) Recursion: Un conjunto de reglas que indican cémo formar nuevos elementos de un conjunto
a partir de los que ya se sabe que estan en el conjunto.

(iii) Restriccion: Un enunciado que indica que no hay elementos que pertenezcan al conjunto
distintos a los que provienen de (i) y (ii).
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Conjuntos definidos recursivamente

Ejemplo (nGmeros naturales)

El conjunto de los niimeros naturales Nat es el conjunto definido recursivamente canédnico.

(i) Base: 0 € Nat.
(ii) Recursién: Si n € Nat entonces n’ € Nat.

(iii) Restriccion: No hay elementos en el conjunto Nat distintos a los obtenidos de (i) y (ii).
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Conjuntos definidos recursivamente

Ejemplo (nGmeros naturales)

El conjunto de los niimeros naturales Nat es el conjunto definido recursivamente canédnico.

(i) Base: 0 € Nat.
(ii) Recursién: Si n € Nat entonces n’ € Nat.

(iii) Restriccion: No hay elementos en el conjunto Nat distintos a los obtenidos de (i) y (ii).

De acuerdo a la definicidén anterior, el conjunto Nat estd formado por:

Nat = {0,0,0”,0”,...}.
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Conjuntos definidos recursivamente

Ejercicio
iEs posible definir recursivamente el conjunto de los niimeros enteros Z? En caso afirmativo,
presentar la definicién. En caso negativo, justificar su respuesta.
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Conjuntos definidos recursivamente

Ejemplo (paréntesis balanceados)

En las expresiones matematicas los paréntesis balanceados (p. ¢/. (())() y ()()()) son vélidos y
los paréntesis no balanceados (p. ej. )())) y ()))((() son invélidos.

Conjuntos definidos recursivamente 16/41



Conjuntos definidos recursivamente

Ejemplo (paréntesis balanceados)

En las expresiones matematicas los paréntesis balanceados (p. ¢/. (())() y ()()()) son vélidos y
los paréntesis no balanceados (p. ej. )())) y ()))((() son invélidos.

El conjunto de los paréntesis balanceados PB es definido recursivamente por:
(i) Base: () € PB.
(ii) Recursién:

a) Si E € PB entonces (E) € PB.
b) Si E,F € PB entonces EF € PB.

(iii) Restriccion: No hay elementos en PB distintos a los obtenidos de (i) y (ii).
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Conjuntos definidos recursivamente

Ejemplo
Demostrar que (())() € PB.

Demostracién
En el tablero.
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Conjuntos definidos recursivamente

Definicion
Sea S # () un conjunto finito. Una cadena sobre S es una sucesién finita de elementos de S.

Los elementos de S son los caracteres de la cadena.

La cadena nula sobre S es la cadena sin caracteres y se denota por e.
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Conjuntos definidos recursivamente

Definicion
Sea S # () un conjunto finito. Una cadena sobre S es una sucesién finita de elementos de S.

Los elementos de S son los caracteres de la cadena.

La cadena nula sobre S es la cadena sin caracteres y se denota por e.

Ejemplo
Las cadenas binarias son las cadenas sobre S = {0, 1}.

{,0,1,00,01, 10, 11,000, 001,010,011, 100,101,110, 111, .. }.
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Conjuntos definidos recursivamente

Ejemplo (cadenas binarias)

Sea S = {0,1}. El conjunto de las cadenas sobre S, denotado S*, es un conjunto definido
recursivamente.

(i) Base: e € S*.
(i) Recursion: Si s € S* entonces
a) s0 € S*,
b) sl e S*,
donde sO y s1 son las concatenaciones de s con 0 y 1, respectivamente.

(iii) Restriccion: No hay elementos en S* distintos a los obtenidos de (i) y (ii).
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Induccidon estructural

Descripcién
La induccién estructural es un método para demostrar que todos los elementos de un conjunto
definido recursivamente satisfacen una cierta propiedad.
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Induccidon estructural

Induccidn estructural para los conjuntos definidos recursivamente
Sea S un conjunto definido recursivamente y sea P una propiedad sobre S. Para demostrar que
todos los elementos en S satisfacen la propiedad P:

(i) Demostrar que cada elemento en la base para S satisface la propiedad P.

(ii) Demostrar que para cada regla en la recursion para S, si la regla se aplica a elementos
en S que satisfacen la propiedad P, entonces, los elementos definidos por la regla también

satisfacen la propiedad P.
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Induccidon estructural

Ejemplo
Sea PB el conjunto de los paréntesis bien balanceados. Demostrar que todos los elementos
de PB contienen un ndmero igual de paréntesis izquierdo y derecho.

Demostraciéon por induccién estructural
En el tablero.
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Induccidon estructural

Ejemplo (Ejercicio 5.9.5)

Sea S un conjunto definido de forma recursiva como sigue:
i) Base: 1€ S
i) Recursién: Si s € S entonces,

a) Os € S.
b) 1s € S.

iii) Restriccion: No hay nada en el conjunto S que no sean objetos definidos en iy ii.

Usar induccién estructural para demostrar que cada cadena en el conjunto S termina en 1.
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Induccidon estructural

Ejemplo (Ejercicio 5.9.5)

Sea S un conjunto definido de forma recursiva como sigue:
i) Base: 1€ S
i) Recursién: Si s € S entonces,

a) Os € S.
b) 1s € S.

iii) Restriccion: No hay nada en el conjunto S que no sean objetos definidos en iy ii.
Usar induccién estructural para demostrar que cada cadena en el conjunto S termina en 1.

Demostracién por induccién estructural
En el tablero.
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Funciones definidas recursivamente

Definicién
«Se dice que una funcién esta definida recursivamente o es una funcién recursiva si su regla
de definicion se refiere a si misma.» [pag. 332]
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Funciones definidas recursivamente

Definicién
«Se dice que una funcién esta definida recursivamente o es una funcién recursiva si su regla
de definicion se refiere a si misma.» [pag. 332]

Observacién
Determinar que una funcién recursiva particular estd bien definida puede ser muy dificil. De
hecho, el problema general es un problema indecidible.
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Funciones definidas recursivamente

Ejemplo (funcién M91 de McCarthy)

La siguiente funcién fue definida por McCarthy:

M:Z" - Z
(n) n— 10, si n > 100;
n)—=

M(M(n + 11)), si n < 100.

John McCarthy”
(1927 — 2011)

(continua en la préxima diapositiva)

*Foto cortesia de John McCarthy.

Funciones definidas recursivamente 31/41



Funciones definidas recursivamente

Ejemplo (continuacién)
Calcular M(99).

M(99) = M(M(110))

M(111))

I
—~~ A~~~

Il
°ezzz
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Funciones definidas recursivamente

Ejemplo (continuacién)
Calcular M(99).

Observacién
Se puede demostrar que M(n) = 91, para todos los enteros positivos menores o iguales a 101.
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Funciones definidas recursivamente

Ejemplo (funcién de Ackermann)

La funcién de Ackermann, simplificada por Péter,
esta definida por tres ecuaciones excluyentes:

A:NxN-=N
n+1, sim=0;
A(m—1,1), sim#0

Alm, n) = Yyn=0""" \Wilhelm Ackermann  Rézsa Péter"

A(m—1,A(mn—1)), sim#0 (1896 — 1962) (1905 - 1977)
y n#0.

(continua en la préxima diapositiva)
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Funciones definidas recursivamente

Ejemplo (continuacién)
Calcular A(1,2).
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Funciones definidas recursivamente

Ejemplo (continuacién)
Calcular A(1,2).

A(1,2) = A(0,A(1, 1))
= A(0,A(0,A(1,0)))
= A(0,A(0,A(0,1)))
— A(0,A(0,2))

— A(0,3)
=4,

Observacion
Se puede demostrar que la funcién de Ackermann estd bien definida.
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Funciones definidas recursivamente

Ejemplo («funcién» recursiva mal definida)

La «funciény»
G:Z"—=N
1, sinesl;
G(n) =41+ G(n/2), sines par;
G(3n—1), sinesimparyn>1;

esta mal definida porque el valor de G(5) no esté definido:

(continua en la préxima diapositiva)

Funciones definidas recursivamente 37/41



Funciones definidas recursivamente

Ejemplo (continuacién)

pero si G(5) =3+ G(5) entonces 0 = 3, lo cual es una contradiccién.
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Funciones definidas recursivamente

Ejercicio
El estudiante A dice que puede definir una funcién F : Q — Z por la regla

F(T):mn.

El estudiante B dice que la funcién F no estd bien definida. j Cudl estudiante tiene la razén?
Justificar su respuesta.
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