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Preliminares
Convención
Los números asignados a los teoremas, ejemplos, ejercicios, figuras y páginas en estas diapositivas
corresponden a los números asignados en el texto guía [Epp 2011].
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Introducción

Informalmente, los números cardinales (p. ej. uno, dos, tres, etc.) indican cuantos elementos
hay en un conjunto y los números ordinales (p. ej. primero, segundo, tercero, etc.) indican el
orden de un elemento en una sucesión.
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Introducción
Pregunta
Supóngase que usted solo saber contar hasta tres. ¿El conjunto de casas y el conjunto de
personas en la figura tienen el mismo tamaño?*

Equinumerosity 129 

Fig. 30. Are there exactly as many houses as people? 

Imagine that your mathematical education is just beginning-that you are 

on your way to nursery school. You are apprehensive about going, because 

you have heard that they have mathematics lessons and you cannot count 

past three. Sure enough, on the very first day they show you Fig. 30 and 

ask, "Are there exactly as many houses as people?" Your heart sinks. 

There are too many houses and too many people for you to count. This is 

just the predicament described earlier, where we had sets A and B that, 

being infinite, had too many elements to count. 

But wait! All is not lost. You take your crayon and start pairing people 

with houses (Fig. 31). You soon discover that there are indeed exactly as 

many houses as people. And you did not have to count past three. You 

get a gold star and go home happy. We adopt the same solution. 

Fig. 31. How to answer the question without counting. 

Definition A set A is equinumerous to a set B (written A ~ B) iff there 

is a one-to-one function from A onto B. 

A one-to-one function from A onto B is called a one-to-one correspondence 

between A and B. For example, in Fig. 30 the set of houses is equinumerous 

to the set of people. A one-to-one correspondence between the sets is exhibited 
in Fig. 31. 

Example The set w x w is equinumerous to w. There is a function J 

mapping w x w one-to-one onto w, shown in Fig. 32, where the value of 

*Figura tomada de [Enderton 1977, Fig. 30].
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Introducción
Respuesta
Sí. El conjunto de casas es del mismo tamaño que el conjunto de personas como es indicado
por la figura.*

Equinumerosity 129 

Fig. 30. Are there exactly as many houses as people? 

Imagine that your mathematical education is just beginning-that you are 

on your way to nursery school. You are apprehensive about going, because 

you have heard that they have mathematics lessons and you cannot count 

past three. Sure enough, on the very first day they show you Fig. 30 and 

ask, "Are there exactly as many houses as people?" Your heart sinks. 

There are too many houses and too many people for you to count. This is 

just the predicament described earlier, where we had sets A and B that, 

being infinite, had too many elements to count. 

But wait! All is not lost. You take your crayon and start pairing people 

with houses (Fig. 31). You soon discover that there are indeed exactly as 

many houses as people. And you did not have to count past three. You 

get a gold star and go home happy. We adopt the same solution. 

Fig. 31. How to answer the question without counting. 

Definition A set A is equinumerous to a set B (written A ~ B) iff there 

is a one-to-one function from A onto B. 

A one-to-one function from A onto B is called a one-to-one correspondence 

between A and B. For example, in Fig. 30 the set of houses is equinumerous 

to the set of people. A one-to-one correspondence between the sets is exhibited 
in Fig. 31. 

Example The set w x w is equinumerous to w. There is a function J 

mapping w x w one-to-one onto w, shown in Fig. 32, where the value of 

*Figura tomada de [Enderton 1977, Fig. 31].
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Introducción
Pregunta
En la pregunta anterior los conjuntos eran finitos. ¿Podemos aplicar un razonamiento similar si
los conjuntos son infinitos?
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Cardinalidad
Definición
Un conjunto es finito si es vacío o puede ponerse en correspondencia uno a uno con un conjunto
{1, 2, . . . , n}, para algún n ∈ Z+.

Definición
Un conjunto es infinito si no es vacío y no puede ponerse en correspondencia uno a uno con un
conjunto {1, 2, . . . , n}, para cualquier n ∈ Z+.
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Cardinalidad
Definición
Un conjunto es finito si es vacío o puede ponerse en correspondencia uno a uno con un conjunto
{1, 2, . . . , n}, para algún n ∈ Z+.

Definición
Un conjunto es infinito si no es vacío y no puede ponerse en correspondencia uno a uno con un
conjunto {1, 2, . . . , n}, para cualquier n ∈ Z+.
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Cardinalidad
Definición
Sean A y B dos conjuntos. El conjunto A tiene la misma cardinalidad que el conjunto B, si y
solo si, hay una correspondencia uno a uno (correspondencia inyectiva o función biyectiva) de A
a B.

Ejemplo
El conjunto de casas y el conjunto de personas en la introducción tienen la misma cardinalidad.
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Cardinalidad
Ejemplo
El conjunto de los números enteros positivos Z+ y el conjunto de los números naturales N tienen
la misma cardinalidad porque la función

f : Z+ → N
f (n) = n − 1

es una función biyectiva.
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Cardinalidad
Teorema 7.4.1
Sean A, B y C conjuntos. Entonces
(i) Propiedad reflexiva de la cardinalidad: A tiene la misma cardinalidad que A.
(ii) Propiedad simétrica de la cardinalidad: si A tiene la misma cardinalidad que B, entonces B

tiene la misma cardinalidad que A.
(iii) Propiedad transitiva de la cardinalidad: si A tiene la misma cardinalidad que B y B tiene

la misma cardinalidad que C , entonces A tiene la misma cardinalidad que C .

Demostración
En el tablero.
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Cardinalidad
Teorema 7.4.1
Sean A, B y C conjuntos. Entonces
(i) Propiedad reflexiva de la cardinalidad: A tiene la misma cardinalidad que A.
(ii) Propiedad simétrica de la cardinalidad: si A tiene la misma cardinalidad que B, entonces B

tiene la misma cardinalidad que A.
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Cardinalidad
Ejemplo
En el siguiente ejemplo un conjunto tiene la misma cardinalidad que uno de sus subconjuntos
propios.

Sea 2Z el conjunto de los enteros pares. La función

f : Z → 2Z
f (n) = 2n

demuestra que los conjuntos Z y 2Z tienen la misma cardinalidad porque la función es biyectiva.

Cardinalidad 17/63



Cardinalidad
Pregunta
¿Es posible construir un ejemplo similar al anterior empleando conjuntos finitos?
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Cardinalidad

Bertrand Russell (1872 – 1970)*

«The possibility that whole and part may have the
same number of terms is, it must be confessed, shoc-
king to common-sense.» [Russell 1903, p. 358]

*Imagen tomada del MacTutor History of Mathematics Archive.
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Cardinalidad
Pregunta
Sean A y B dos conjuntos de la misma cardinalidad. ¿Puede definirse una función de A a B
inyectiva pero no sobreyectiva? ¿Sobreyectiva pero no inyectiva?
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Conjuntos contables
Definición
Sea A un conjunto. El conjunto A es un conjunto infinito contable (o infinito enumerable),
si y solo si, tiene la misma cardinalidad que el conjunto de los números enteros positivos Z+.

1

2

3

“Primer” elemento de A

“Segundo” elemento de A

“Tercer” elemento de A

Z+ A

F

�

C

C

� � �      � � �

 

C

Figura 7.4.1 «Conteo» de un conjunto infinito contable.
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Conjuntos contables
Definición
Sea A un conjunto. El conjunto A es un conjunto contable (o enumerable), si y solo si, es
finito o infinito contable.

Definición
Un conjunto que no es contable es un conjunto no contable (o no enumerable).
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Conjuntos contables
Ejemplo
Los conjuntos Z+ y N son conjuntos infinitos contables.
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Conjuntos contables
Observación
Recuerde que una sucesión infinita {an}n∈Z+ es una función del conjunto de los números
enteros positivos Z+ a un conjunto A.
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Conjuntos contables
Ejemplo
Una secuencia infinita a1, a2, a3, . . . de elementos distintos es un conjunto infinito contable.
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Conjuntos contables

Ejemplo
El conjunto de los números enteros Z es infinito contable porque está dado por la secuencia
infinita sin repeticiones 0, 1, −1, 2, −2, 3, −3, . . . como lo ilustra la figura.

�

C

C

� � �      � � �

 

11 9 7 5 3 1 2 4 6 8 10

–5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5Enteros:

El “conteo” de cada entero:

C

Figura 7.4.2 «Contando» el conjunto de los números enteros Z.

(continua en la próxima diapositiva)Conjuntos contables 28/63



Conjuntos contables
Ejemplo (continuación)
El «conteo» de la figura anterior está dado por la función biyectiva

f : Z+ → Z

f (n) =
{

n/2, si n es par;
(1 − n)/2, si n es impar.
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Conjuntos contables
Ejemplo
El conjunto de los números racionales positivos Q+ es infinito contable porque está dado por la
secuencia infinita*

1
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FIGURE 3 The Positive Rational Numbers Are Countable.

arrange the positive rational numbers by listing those with denominator q = 1 in the first row,
those with denominator q = 2 in the second row, and so on, as displayed in Figure 3.

The key to listing the rational numbers in a sequence is to first list the positive rational
numbers p/q with p + q = 2, followed by those with p + q = 3, followed by those with
p + q = 4, and so on, following the path shown in Figure 3. Whenever we encounter a number
p/q that is already listed, we do not list it again. For example, when we come to 2/2 = 1 we
do not list it because we have already listed 1/1 = 1. The initial terms in the list of positive
rational numbers we have constructed are 1, 1/2, 2, 3, 1/3, 1/4, 2/3, 3/2, 4, 5, and so on. These
numbers are shown circled; the uncircled numbers in the list are those we leave out because
they are already listed. Because all positive rational numbers are listed once, as the reader can
verify, we have shown that the set of positive rational numbers is countable. ▲

An Uncountable Set
Not all infinite sets have
the same size! We have seen that the set of positive rational numbers is a countable set. Do we have a promising

candidate for an uncountable set? The first place we might look is the set of real numbers. In
Example 5 we use an important proof method, introduced in 1879 by Georg Cantor and known
as the Cantor diagonalization argument, to prove that the set of real numbers is not countable.
This proof method is used extensively in mathematical logic and in the theory of computation.

EXAMPLE 5 Show that the set of real numbers is an uncountable set.

Solution: To show that the set of real numbers is uncountable, we suppose that the set of real
numbers is countable and arrive at a contradiction. Then, the subset of all real numbers that
fall between 0 and 1 would also be countable (because any subset of a countable set is also
countable; see Exercise 16). Under this assumption, the real numbers between 0 and 1 can be
listed in some order, say, r1, r2, r3, . . . . Let the decimal representation of these real numbers be

r1 = 0.d11d12d13d14 . . .

r2 = 0.d21d22d23d24 . . .

r3 = 0.d31d32d33d34 . . .

r4 = 0.d41d42d43d44 . . .

...

where dij ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. (For example, if r1 = 0.23794102 . . . , we have d11 =
2, d12 = 3, d13 = 7, and so on.) Then, form a new real number with decimal expansion

*Figura tomada de [Rosen 2012, pág. 173]. Una enumeración diferente, implementada en Haskell, es
presentada en [Gibbons, Lester y Bird 2006].
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Conjuntos contables
Ejercicio 7.4.15
El conjunto de todas las cadenas de bits (cadenas de 0 y de 1) es contable.

Ordenamos las cadenas por longitud de menor a mayor y las cadenas de la misma longitud las
ordenamos ascendentemente de acuerdo al número en binario que representan, es decir,

ϵ, 0, 1, 00, 01, 10, 11, . . .

(continua en la próxima diapositiva)

Conjuntos contables 31/63



Conjuntos contables
Ejercicio (continuación)
Correspondencia uno a uno:

f : Cadenas de bits → Z+

f (w) = 1w (en binario).

Por ejemplo,

f (ϵ) = 1b = 1,

f (0) = 10b = 2,

f (1) = 11b = 3,

f (00) = 100b = 4,

f (01) = 101b = 5,

f (10) = 110b = 6,

f (11) = 111b = 7.
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El método de diagonalización de Cantor
Pregunta
¿Existen conjuntos no contables?

Teorema 7.4.2
El conjunto de los números reales en el intervalo (0, 1) es no contable.
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El método de diagonalización de Cantor
Demostración (diagonalización de Cantor)
Supongamos que el conjunto de los números reales en el intervalo (0, 1) es contable.

r1 = 0.d11d12d13 . . . d1n . . .

r2 = 0.d21d22d23 . . . d2n . . .

r3 = 0.d31d32d33 . . . d3n . . .

...

(continua en la próxima diapositiva)
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El método de diagonalización de Cantor
Demostración (continuación)
Construyamos un número decimal r = 0.d1d2d3 . . . ∈ (0, 1), donde

di =
{

5, si dii ̸= 5;
6, si dii = 5.

El número r no está en la enumeración anterior porque difiere de cada número en la enésima
posición decimal. Por lo tanto, el conjunto de los números reales en el intervalo (0, 1) es no
contable.
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Conjuntos no contables
Teorema 7.4.3
Cualquier subconjunto de un conjunto contable es contable.

Demostración
En el tablero.

Corolario 7.4.4
Cualquier conjunto con un subconjunto no contable es no contable.

Demostración
Contra-positivo del teorema anterior.
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Conjuntos no contables
Teorema
El conjunto de los números reales R es no contable.

Demostración
El intervalo (0, 1) es un subconjunto no contable de R. Por lo tanto, por el corolario 7.4.4, el
conjunto R es no contable.
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Conjuntos no contables
Teorema
El conjunto de los números reales R es no contable.
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Conjuntos no contables
Ejemplo 7.4.5
El conjunto R tiene la misma cardinalidad que el intervalo (0, 1).
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Sucesión infinita de conjuntos infinitos cada vez más numerosos
Observación
▶ De acuerdo a los teoremas y ejemplos anteriores, la cardinalidad de R es «mayor» a la

cardinalidad de Z.

▶ Se puede demostrar que la cardinalidad de cualquier conjunto es «menor» que la cardinalidad
de su conjunto potencia.

Ejemplo
Una sucesión infinita de conjuntos infinitos cada vez «mayores» es

Z, P(Z), P(P(Z)), P(P(P(Z))), . . .

Conjuntos no contables 44/63



Sucesión infinita de conjuntos infinitos cada vez más numerosos
Observación
▶ De acuerdo a los teoremas y ejemplos anteriores, la cardinalidad de R es «mayor» a la

cardinalidad de Z.
▶ Se puede demostrar que la cardinalidad de cualquier conjunto es «menor» que la cardinalidad

de su conjunto potencia.

Ejemplo
Una sucesión infinita de conjuntos infinitos cada vez «mayores» es

Z, P(Z), P(P(Z)), P(P(P(Z))), . . .

Conjuntos no contables 45/63



Sucesión infinita de conjuntos infinitos cada vez más numerosos
Observación
▶ De acuerdo a los teoremas y ejemplos anteriores, la cardinalidad de R es «mayor» a la

cardinalidad de Z.
▶ Se puede demostrar que la cardinalidad de cualquier conjunto es «menor» que la cardinalidad

de su conjunto potencia.

Ejemplo
Una sucesión infinita de conjuntos infinitos cada vez «mayores» es

Z, P(Z), P(P(Z)), P(P(P(Z))), . . .

Conjuntos no contables 46/63



Tema

Introducción

Cardinalidad

Conjuntos contables

Conjuntos no contables

La hipótesis del continuo

Aplicaciones

Agradecimientos

Referencias



Cardinales finitos y transfinitos
Notación
Los números cardinales finitos se denotan 0, 1, 2, . . .

Los números cardinales transfinitos se denotan ℵ0, ℵ1, ℵ2, . . .
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Cardinales transfinitos
Notación
Sea A un conjunto. La cardinalidad de A es denotada por A.

Ejemplo

N = Z+ = Z = Q = ℵ0 (aleph-cero),

R = (0, 1) = P(N) = 2ℵ0 = c (el continuo).
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La hipótesis del continuo
Observación
La hipótesis del continuo establece que no existe un conjunto cuya cardinalidad se encuentre
entre la cardinalidad de los números enteros positivos Z+ y la cardinalidad de los números
reales R, es decir,

2ℵ0 = ℵ1.

La hipótesis del continuo (CH) es independiente de la teoría de conjuntos de Zermelo-Fraenkel
con axioma de elección (ZFC), es decir,

ZFC ⊬ ¬CH (Gödel, 1940)
ZFC ⊬ CH (Cohen, 1964)
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Aplicaciones: cardinalidad y computabilidad
Ejemplo 7.4.6
Demostrar que el conjunto de todos los programas en un lenguaje de programación determinado
es contable.

Demostración
Cualquier programa en cualquier lenguaje de programación es una cadena finita sobre el alfabeto
finito del lenguaje.

Sea P el conjunto de los programas en un lenguaje de programación.
(i) Caso: P es finito

P es contable por definición de conjunto contable.
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Aplicaciones: cardinalidad y computabilidad
Demostración (continuación)

(ii) Caso: P es infinito

Codificar los programas en 0 y 1, ordenar los programas/cadenas por longitud de menor a
mayor y ordenar las programas/cadenas de la misma longitud por el número que representan.

Definimos la función

F : Z+ → P
F (n) = enésimo programa de acuerdo al orden anterior.

La función F es una correspondencia uno a uno y por lo tanto el conjunto P es infinito
contable.
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Aplicaciones: cardinalidad y computabilidad
Ejemplo 7.4.7.a
Demostrar que el conjunto de las funciones de los enteros positivos Z+ al conjunto de los dígitos
es no contable, es decir, sea

D = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} y T =
{

f ⊆ Z+ × D | f : Z+ → D
}
,

demostrar que T es no contable.

Demostración
Sea el conjunto A ⊆ T definido por

G : (0, 1) → A
G(0.a1a2 . . . an . . . ) = la función que envía cada entero positivo n a an.

La función G es una correspondencia uno a uno y por lo tanto el conjunto A es no contable.
Como A ⊆ T entonces el conjunto T es no contable.
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Aplicaciones: cardinalidad y computabilidad
Ejemplo 7.4.7.a
Demostrar que el conjunto de las funciones de los enteros positivos Z+ al conjunto de los dígitos
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Aplicaciones: cardinalidad y computabilidad
Ejemplo 7.4.7.b
Demostrar que hay funciones no computables.

Demostración
El conjunto de los programas en cualquier lenguaje de programación es contable (finito o infinito)
y el conjunto de la funciones de los enteros positivos Z+ al conjunto {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
es no contable.

Por lo tanto, hay más funciones de los enteros positivos Z+ al conjunto {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
que programas y entonces existen funciones que no son computables.
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es no contable.

Por lo tanto, hay más funciones de los enteros positivos Z+ al conjunto {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
que programas y entonces existen funciones que no son computables.
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